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Descomposicion de un nimero segin las unidades que lo constituyen
Dado un ndmero cualquiera, por ejemplo, el nimero 128.796, se descompone de la siguiente manera:

1 2 8 7 9 6
Centena Decena Unidad Centena Decena Unidad
de mil demil demil

Numeros primos y compuestos

e Numeros primos: son aquellos que sélo admiten dos divisores, el niUmero 1 y a si mismo. Ejemplo: 23 es primo
porque es divisible solamente por 1y por 23.

Numeros compuestos: son aquellos que admiten mas de dos divisores. Ejemplo: el 8 es divisible por 1,2,4,8.

El nimero 1 no es ni primo ni compuesto ya que tiene un solo divisor, él mismo.

Todo niimero primo mayor a 3 se puede escribir de la forma 6.k+1 o0 6.k + 5.

3, 5y 7 forman la Unica terna de primos consecutivos cuya diferencia es 2.

Ndmeros primos entre si o coprimos
Dos numeros enteros a y b son nimeros primos entre si (o coprimos), si no tienen ningln factor primo en comun, o,
dicho de otra manera, si no tienen otro divisor comdn mas que 1y -1.
Por ejemplo: Sia =9y b = 20. Los divisores de 9 son +1, +3 y +9 y los divisores de 20 son +1, +2, +4, +5, +10y
+20. Como los Unicos divisores comunes con +1, entonces 9 y 20 son coprimos o primos entre si.

La Criba de Eratostenes

La Criba de Eratostenes consiste en una tabla con los nimeros del 1 al 100 en donde se eliminan los nimeros que no
sean primos y que, por lo tanto, sean multiplos de algiin otro nimero:

RIR[F2|E R E[RE+
AEIE AP AR
RIR[HB[R/6 L85
BB(EB(8 5|88«
B18(8(8|8|5|8 /888

2
12
22
32
42
52
62
72
82
92

Descomposicion de nimeros en factores primos
Todo nuimero puede expresarse como un producto de factores primos. Para descomponer un nimero en sus factores
primos, se debe seguir el siguiente procedimiento:
e Dividir el nUmero por el menor nimero primo posible.
Si el resultado puede dividirse nuevamente por ese nimero, realizar la division.
Si el resultado no puede volver a dividirse por ese nimero, buscar el menor nimero primo posible para continuar
dividiendo.
e Seguir con el procedimiento hasta obtener el cociente igual a uno.
Ejemplo:
90
45
15
5
1

90 = 2.325

T T WWN

Como saber si un nimero es primo
Para decidir si un niUmero n es primo, basta considerar los nimeros menores que +/n y verificar que ninguno de ellos
sea divisor de n. Basta probar sdlo con los nimeros primos menores que v/n.
Ejemplo 1: Sin = 197, entonces: v197 = 14,03. Los nimeros primos menores que V197 son: 2, 3, 5, 7, 11 y 13. Como
197 no es divisible por ninguno de ellos, entonces 197 es primo.

Ejemplo 2: Si n = 231, entonces: v231 = 15,19. Los nimeros primos menores que v231 son: 2, 3, 5, 7, 11y 13. De la
lista anterior podemos ver que 231 es divisible por 3, 7 y 11, entonces 231 no es primo.
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Maximo comun divisor (M.C.D.) y Minimo comin multiplo (m.c.m.)

e El Maximo Comin Divisor es el mayor de los divisores comunes entre dos 0 mas numeros. Para calcularlo, se
descompone cada uno de ellos en factores primos. El M.C.D. es el resultado de multiplicar los factores que se
repitan en todas las descomposiciones, afectados por el menor exponente.

En el caso de que no se repita ningun factor, el M.C.D. de esos nimeros es 1, y se dice que los nimeros son
"primos entre si". Por ejemplo, el 18 y el 25 son primos entre si.

¢ El Minimo Comun Muiltiplo es, asi mismo, el menor de los multiplos comunes a varios nimeros. Para calcularlo,
descomponemos los nimeros en factores primos, y el M.C.M es el resultado de multiplicar los factores comunes y
los no comunes, afectados por el mayor exponente.
Si los nimeros son primos entre si, el M.C.M. es el producto entre ellos.

Ejemplo 1:

Hallar el MCD y el mcm entre 60 y 54

60

30

15
5
1

60 = 22.3.5

T L WINDN

Ejemplo 2:

Hallar el MCD y el mcm entre 36, 45 y 63

36 2
18 2
9 3
3 3
1 -

36 = 22.3?

54
27
9
3
1

54

45
15
5
1

45

2
3
3
3
=233

3

3
5

=325

MCD (60,54) = 2.3 = 6.
Los factores que se repiten en la descomposicion de 60 y 54
el 2 y el 3. Los de menor exponente son 21 y 31, ya que los otros

Son 22y 33.

mcm (60,54) = 22,33,5 = 540.
Factores repetidos con mayor exponente: 22 y 33, Factores no

repetidos: 5.

63 3
21 3
7 7
1 -
63 = 327

Otra forma de hallar el MCD y el mcm:

Ejemplo 1:

Hallar el MCD y el mcm entre 60 y 48
osicion en factores primos de ambos niimeros y se dibujan dos conjuntos, uno por cada nimero

Se realiza la descomr

60

30 | [2]
15 | [3]
5 5
1 -

48 | [2]
24
12 | 2
6 | 2
3 | 3]
1 -

MCD (36,45,63) = 32= 9,

mcm (36,45,63) = 22.32.5.7 = 1260.

48

En la interseccion de los dos conjuntos se
colocan los factores repetidos en las
descomposiciones. En este caso 22 y 3
(observar que son los numeros que se

encuentran recuadrados en la
descomposicion).
Luego, se colocan, en el conjunto

correspondiente, los factores que sobraron.
(los que quedaron son recuadrar en la
descomposicion).

Finalmente, el MCD se calcula multiplicando todos los factores que quedaron encerrados solamente en la interseccion
de los conjuntos. O sea: MCD (60,48) = 22.3 = 12.
El mcm se calcula multiplicando la totalidad de los factores que quedaron en los conjuntos, tanto los de la interseccion
como también los que quedaron fuera de la interseccion: mcm (60,48) = 5.22.3.22 = 240.

Hallar el MCD y el mcm entre 36, 50 y 90

Ejemplo 2:
36
18 2
9 |[{3]
3 |3
1 -

MCD (36,50,90) =

50
25

2.
mcm (36,50,90) = 2.32.2,5.5 = 900.

b4

90
45
15

=

RN e Yol

v iUTAGIO!

NI MR | Y |

SMSAD
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Divisibilidad
Diremos que a | b (a divide a b) si y sdlo si existe un j entero tal que b = a.j, entonces tenemos que a es un factor o
divisor de b. Notar que 0 = k.0, entonces k | 0 para todo k € Z.
Por otro lado, si no existe k € Z tal que b = a.k se dice a + b (a no divide a b).

Propiedades Basicas:
1) a | a (Propiedad refleja)

2)Sialbyblc= alc (Propiedad transitiva)
3)Sialbyb=0= |a|] < |b]
4)Sialb=>al(b+a.k) vkeZ
5)Sialbyalc=al(B.b+y.c) conB,yeEZ
6)Sialbyal(b+c)=>alc
7)Sialbybla= |a| = |b|

b
8)Sialbyb=0=-1b

9)Sic+0,albe a.clb.c
10)SiMCD(a,b)=1yalb.c>alc

Ejemplo del uso de una de las propiedades para resolver un problema:

Problema: Encuentre los ne€ Z tales que 4n+ 2 15n+ 1

Utilizando la propiedad 4: Sialb=>al(b+a.k), vkeZ

4n+215n+1=4n+214.(5n+1)-5.(4n+2) = 4n+ 21-6.

Ahora tenemos que, 4n + 2 es divisor de —6, 0 sea que su valor puede ser -6, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 6. Ahora basta evaluar.
4n+2=-6=>n=2.

an+2=-3>n=—2,
4
4n+2=-2=n=-1.

3
4/7+2——1=>n——1.

1

4n+2—1=>n——z.

4n+2=2=n=0.

4n+2=3=>n=1.
4

4n+2=6=n=1.

Dejando sdlo las soluciones enteras y evaluando en el enunciado se tiene n = -1, 1.

Algo mas sobre division
e Sinyq son nimeros naturales, y n > q, podemos expresar a n como N = a.q + Fr donde a es un entero positivo
yr(elresto)esceroo0<r<q.
Ejemplo 1: 37 =3.12 + 1 (con n = 37, q = 3).
Ejemplo 2: 19 =53+ 4 (conn =19, g = 5).
Esto significa que siempre se puede expresar cualquier nimero como un multiplo de otro nimero fijo, mas un
resto.
Por ejemplo, si q = 3, cualquier nimero n se puede escribir como 3.a, 3.a+ 10 3.a + 2.
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Criterios de divisibilidad

Los siguientes criterios nos permiten averiguar si un nimero es divisible por otro de una forma sencilla, sin necesidad
de realizar una division:

N©° | Criterio Ejemplo

2 | El nimero termina en 0 o en cifra par. 374: porque "4" es par.

3 | La suma de sus cifras es un multiplo de 3. jgsé porque 4+0+5=3 es multiplo

4 | El nimero formado por las dos ultimas cifras es 00 o multiplo de 4. 7324: porgue 24 es multiplo de 4.

5 | La Ultima cifra es 0 o 5. 485: porque termina en 5.

6 | El nimero es divisible por 2 y por 3. [7)3523 porque es divisible por 2 'y
Para numeros de 3 cifras: Al nimero formado por las dos primeras 469: porque 46-2.9 = 28 que es
cifras se le resta la Gltima multiplicada por 2. Si el resultado es multiplo | mdltiplo de 7.
de 7, el nUmero original también lo es.

7 | Para nimeros de mas de 3 cifras: Dividir en grupos de 3 cifras y aplicar | 52176376: porque (37-2.6)-(17-
el criterio de arriba a cada grupo. Sumar y restar alternadamente el 2.6)+(05-2.2) = 25-5+1=21es
resultado obtenido en cada grupo y comprobar si el resultado final es multiplo de 7.
un multiplo de 7.

8 | El nimero formado por las tres Ultimas cifras es 000 o multiplo de 8. 57280: porque 280 es muiltiplo de

9 | La suma de sus cifras es multiplo de 9. 37,44.: porque 3+7+4+4=18 es

multiplo de 9.

10 | La ultima cifra es 0. 470: porque termina en 0.

11 Se restan y suman de manera alternada las cifras que forman el 4972: porque 4-9+7-2 = 0 es
numero para ver si da un multiplo de 11 (el cero también lo es). multiplo de 11.

12 | El ndmero es divisible por 3 y 4. 528: es divisible por 3 y por 4.
Para numeros de 3 cifras: Al nimero formado por las dos primeras 364: porque 36 + 4.4 = 52 es
cifras se le suma la Ultima multiplicada por 4. Si el resultado es multiplo | multiplo de 13.
de 13, el nimero original también lo es.

13 Para nimeros de mas de 3 cifras: Dividir en grupos de 3 cifras, sumar y | 432549: porque 549-432=117 y
restar alternadamente los grupos de derecha a izquierda y aplicar el luego 11+4.7 = 39 es multiplo de
criterio de arriba al resultado obtenido. Si es miltiplo de 13, el nimero | 13.
original también lo es.

14 | El nimero es divisible por 2 y por 7. 224: es divisible por 2 y por 7.

15 | El nimero es divisible por 3 y por 5. 255: es divisible por 3 y por 5.

16 | El nimero formado por las cuatro Ultimas cifras es multiplo de 16. 5241167 6: porque 4176 es muitiplo
Al nimero obtenido al suprimir la ultima cifra, se le resta esta Ultima ) Ea

17 | cifra multiplicada por 5, y se comprueba si el resultado es mdltiplo de 49,3.‘porque 49-53=34es
17 multiplo de 17.

18 | El nimero es divisible por 2 y por 9. 576: es divisible de 2 por 9.

Al nimero obtenido al suprimir la Gltima cifra, se le suma esta Ultima . _

19 | cifra multiplicada por 2, y se comprueba si el resultado es mdltiplo de 32,3.‘porque 32+3.2=38es
19 multiplo de 19.

20 | El nimero termina en cero y la pendltima cifra es par: 32?: porque termina en 0y 8 es

Aritmética Modular (Congruencia m6dulo m)
Muchos problemas de Calculo con enteros muy grandes pueden reducirse a problemas equivalentes usando enteros
pequefios mediante el uso de las congruencias.

Definicidn: Sea m un entero positivo y a, b dos nimeros enteros. Diremos que a y b son congruentes mddulo m si
m divide a a-b. Utilizaremos la notacion a = b (moéd m), es decir,

a=b(médm) e m|la—b

Ejemplos:

80 = 20 (mdd 15), ya que 15|60
-8 = 16 (mdd 4), ya que 4|—24

SMSAD
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Para encontrar dos niUmeros a y b que sean congruentes médulo m, podemos escribir @ como la suma de
b y un multiplo de m:

a=b+km (k€Z)

Propiedades:
1) Reflexividad: a = a (m6d m).

2) Simetria: a =b (mdd m) entonces también b = a (m6d m).

3) La expresiéon a = b (md6d m) significa que a y b tienen el mismo resto en la division por m.
Por ejemplo: 15 =3 (mdd 2). 15=7.2 + 1y 3 = 1.2 + 1, el resto de ambas divisiones es 1.
Otra forma de expresar esto es: 3 =7 (mdéd2) =3 =1(mdéd 2) y 7 = 1 (méd 2).

4) Transitividad: Sia=b (m6d m) y b = ¢ (m6d m) entonces también a = ¢ (mdéd m).

5) Sia=b (méd m) y k es un nimero entero, entonces también se cumple:
- a+k=b+k (médm).
- ka=kb (méd m).
- ak=bk (méd m) (Conk € N)

6) Sitenemos dos congruencias con igual médulo:
a=b (mdd m) yc =d (mdd m) podemos sumarlas, restarlas o multiplicarlas de forma que también se verifican
las congruencias:
a+c=b+d(médm) ; a-c=b-d (mdédm) y ac =bd (mdéd m).
Ejemplo de multiplicacién: 12 = -2 (méd 7) y 1 = 15 (mdd 7) = 12 = -30 (mdd 7).

7) Siab =0 (m6d m)y ay m son coprimos entre si, entonces b = 0 (méd m).

8) Sid esdivisor de mya =b (mdéd m), entonces a = b (méd d).

Teorema 1: Cualquier nimero entero es congruente modulo m exactamente con uno de los enteros 0, 1,
e, Mm=1,

Teorema 2: Dos nimeros enteros son congruentes entre si modulo m si, y sélo si ambos dan el mismo
resto al dividirlos por m (esto estd expresado en la propiedad 3).

Problemas resueltos utilizando congruencias
Problema 1: Calcular el resto de dividir 41% por 3.
Solucién: 4 = 1 (mod 3) = 410 = 1190 (mod 3) = 419 = 1 (mod 3). El resto de dividir 4% por 3 es 1.

Problema 2: Calcular el resto de dividir 41% por 5.
Solucién: 4 = -1 (mod 5) = 4!% = (-1)% (mod 5) = 4% = 1 (mod 5). El resto de dividir 41%° por 5 es 1.

Problema 3: Calcular el resto de dividir 41% por 7.

Solucion: Antes que nada veamos que: 4° = 1 (mod 7); 4! = 4 (mod 7); 4> = 2 (mod 7); 4> = 1 (mod 7); ....
Los restos de las potencias de 4 al dividirlos por 7 se repiten periddicamente de 3 en 3.

Asimismo: 4% = (43)33 = 13 (mod 7), entonces 41%°° = 4 (mod 7). Entonces el resto de dividir 41%° por 7 es 4.
Generalizacién que surge de este problema: 4G+ 7 = 434" = 4" (mod 7).

Problema 4: Calcular el resto de la division de 22! por 7.
Solucién: Partiendo de que 23 = 8 = 1 (mod 7) y que 22011 = 23670+1  tenemos que:
23=1 (mod 7)
(23)670 = 1570 (mod 7)
(23)670.2 = 16702 (mod 7)
220102 = 1.2 (mod 7)
2201 = 2 (mod 7)

Entonces podemos afirmar que el resto de la division de 22°!! por 7 es 2.
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Problema 5: Calcular el resto de la division de 497! + 6524 por 8.

Solucién: Veamos por separado que: Sumando ambas expresiones:
49 = 1 (mod 8) = 497! = 17! (mod 8) = 49’ = 1 (mod 8). 4971 = 1 (mod 8)
65 = 1 (mod 8) = 652%% = 12%* (mod 8) = 65%%* = 1 (mod 8). + 652 = 1 (mod 8)

4971 + 65294 = 2 (mod 8)
Finalmente, el resto de la division de 497! + 65%2%4 por 8 es 2.

Unidad de un numero

La unidad (u) de un numero (n) es su resto en la division por 10. Aplicando congruencia modular:
n* = u*(mod 10)

Testeo de restos

Sirve para saber si una ecuacion tiene solucién entera. Supongamos que tenemos la ecuacién de laformaqa +r =n
tenemos que qa + r = r(q ) por lo que:

n=r(q)

Ej.: 3x% + 2 = y? aplicamos y tenemos que 3x% + 2 = 2 = y2(3) y como los restos de algin d en (mod 3) siempre
son 0,1,2, los cuadrados dejaran resto 0,1,4 por lo que NO existe solucién en Z.

Teorema chino del resto
El Teorema chino del resto sirve para resolver un sistema de congruencias.
Dado el sistema:
X = a1 (mod ni) Para poder utilizar este teorema es necesario que ni, nz, ... hx sean
X = a2 (mod n2) coprimos dos a dos.
Esto quiere decir que, tomando cualquier par de nimeros entre n1, ny, ...
nk, €l maximo comun divisor entre ellos dos siempre debe ser 1.
mcd(n1, n2) = 1; med (nz, n3) = 1, med(ny, nk) = 1, etc.
x = ax (mod n«) Las soluciones x de este sistema son congruente médulo el producto
N = ni.n2. ... .nk

Veamos como se utiliza el teorema a través de un ejemplo.

Supongamos el sistema: En este caso, debemos hallar un nimero x que tenga resto 1 en la divisiéon por 2, que
x =1 (mod 2) tenga resto 2 en la division por 3, que tenga resto 3 en la division por 5 y que tenga
x = 2 (mod 3) resto 4 en la division por 11.
x = 3 (mod 5) Tengamos presentequeair = 1, a2 = 2, as = 3yas =4, como asi también que n1 =
x = 4 (mod 11) 2, n2 =3, n3 =5y ns = 11. Estos datos seran utilizados mas adelante.
ler paso: Lo primero 2do paso: 3er paso: Buscar cuatro 4to paso: Hallar cuatro valores di, d2, d3 y
que debemos hacer  Hallar el valores Ci, C, Gy G4, d4 que cumplan:
es verificar que 2, 3, producto N obtenidos a partir de dividir 165 .d: =1 (mod 2)
5y 11 sean multiplicando 330 por cada uno de los cuatro 110 .d2 = 1 (mod 3)
coprimos dos a dos, 2.3.5.11 = numeros anteriores. O sea: 66 .d3 =1 (mod 5)
y eso efectivamente  330. Ci1 = 330/2 = 165 30.ds=1(mod 11)
se cumple. C2 = 330/3 = 110 Esto se puede hacer facilmente probando
Cs = 330/5 = 66 valores a partir del 1.
Cs = 330/11 = 30 Resultan: di1=1,d2=2,dz3=1yds=7.

5to paso: Ahora podemos proceder a calcular una solucion particular. Debemos realizar el siguiente calculo:
a1.Ci1.d1 + a2.Ca.d2 + a3.C3.d3 + @4.Ca.ds = 1.165.1+2.110.2+3.66.1+4.30.7 = 165 + 440 + 198 + 840 = 1643.

6to paso: Lo Unico que falta es hallar el resto de la division 1643/330 que es 323, ya que 1643 = 330.4 + 323, finalmente
procedemos a armar la congruencia final.

1643 = 323 (mod 330)
Una solucién particular al sistema anterior es el nimero 323, la solucién general sera cualquier nimero que tenga la
forma 323 + 330.k (k € Z).
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Restos Potenciales

Se llaman restos potenciales de un nimero a, con respecto a un médulo m, a los restos que resultan de
dividir las sucesivas potencias de a por m. Aunque el nimero de potencias de un nimero a es ilimitado, sus
restos potenciales con respecto al médulo m deben ser menores que m, por lo tanto, el nUmero de restos

distintos serd limitado.

Podemos hacer las siguientes consideraciones:

1) Sialguno de los restos potenciales es nulo, lo son también todos los siguientes.

2) Cuando un resto se repita con otro, a partir de éste los restantes se manifiestan de igual forma.

3) Al grupo de restos que se repite se le Ilama periodo. Si el periodo comienza con el primer resto
obtenido, se dice que es periddica pura. Si el periodo no comienza por el primer resto obtenido se dice

gue es periddica mixta.

Ejemplos:

Restos potenciales de 17 mdédulo 7.

Restos potenciales ={1, 6, 1, 6, ...... }

20°: 7 da como resto 1, o sea 20° = 1 (mod 7).
20! : 7 da como resto 6, o sea 20! = 6 (mod 7).
20?: 7 da como resto 1, o sea 20> = 1 (mod 7).
203 : 7 da como resto 6, 0 sea 203 = 6 (mod 7).

Restos potenciales de 10 mddulo 2.
100:
10%:
10%:
103:

Restos potenciales ={1, 0, 0, O, ...... }

2 da comoresto 1, 0 sea 10° =1 (mod 2).
2 da como resto 0, o sea 101 = 0 (mod 2).
2 da como resto 0, o sea 102 = 0 (mod 2).
2 da como resto 0, o sea 103 = 0 (mod 2).

Funcion ¢ de Euler
Se define la funcidn ¢(n) como la cantidad de naturales menores a n que son coprimos con éste.

Propiedades:

1. Si MCD(n,m) = 1, entonces ¢(n). p(m) = @p(nm).

Ejemplo: sin =4y m = 8, entonces ¢(4) =2 {1, 3}y ¢(8) =4{1, 3,5, 7}. Luego ¢(4.8) = ¢(32) =8
{1, 3,5,7,9, 11, 13, 15}. Finalmente ¢(4). ¢(8) = ¢(32) = 8.

2. Sip es primo, entonces ¢(p*) = p* — p*?

Ejemplo: Sip =3yk =2, ¢(3%) =¢(9) =6{1,2,4,5,7,8}.

Luego 32— 3271 =9 -3 =6.

3. Sin = p % p,%2 . ... p %, entonces ¢ (n) = n. (1 - pi) (
1

Teorema de Euler: Sea x € Z tal que MCD(x,m) = 1.

Se tiene que x*™ =1 (méd m).

1—%). s .(1—&).

Ejemplo: Sean x = 5y m = 4. Entonces ¢(4) = 2 {1, 3}. Luego 52 =25 =1 (mdd 4).

Pequeno Teorema de Fermat: Sea p un primo, se tiene que x* = x (méd p),Vx € L.

Si x es coprimo con p = xP™1 = 1 (mdd p).

Ejemplo: Sean x = 2y p = 5. Entonces 25 = 2 (méd 5) y efectivamente 2° = 32 tiene resto 2 en la division por 5.

Veamos también que como x y p son coprimos, se cumple que 25~ = 1 (méd 5) y efectivamente 2* = 16 tiene resto

1 en la division por 5.
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Descomposicion polindmica de un nimero
Es la descomposicion de un nimero expresando el valor posicional de sus cifras usando potencias de la base del
sistema de numeracion. El nimero 9358, escrito en el Sistema de Numeracion Decimal, se descompone en forma
polinémica de esta manera:

9358 = 9.10° + 3.10% + 5.10* + 8.10° Otros ejemplos:
Si analizamos 9.10% = 9.1000 = 9000 28 346 = 2.10* + 8.10° + 3.102+ 4.10' + 6.10°
detalladamente la  3.10%2 = 3.100 = 300 952 = 9.10%+ 5.10! + 2.10°
descomposicion 510'=510 = + 50 Se pueden evitar escribir las cifras que son 0, ya
vVemos que: 8.10°=8.1 = 8 que no cambiara el resultado. Ejemplo:

9358 1700 904 = 1.10°+ 7.10° + 9.10% + 4.10°

Cantidad de cifras de un numero

Se sabe que un nimero n tiene c cifras si y solo si 10~ < n < 10¢. Usando logaritmo podemos obtener la cantidad
de cifras de n. Esto funciona para cualquier base.
Aplicamos log;y a 10°™1 < n < 10°. Obtenemos:

log (10°71) <log (n) < log (10%)
c—1<log(n) <c

Ejemplo: écudntas cifras tiene 123456712345677
1234567 log (1234567) = 7520382,984 = 7520382 < 7520382,784 < ¢
c=7520383

Suma de nimeros consecutivos

Casos impares: n se puede escribir como suma de / enteros positivos consecutivos si y solo si n es multiplo de /. es
decir 3k — ik = ny k sera el centro de la suma.

Ej.: ¢1000 o 1001 se puede escribir como suma de 11 enteros consecutivos? Como 1000 no es multiplo de 11 no se
puede, pero 1001=11x91 por lo que 1001 se puede escribir como suma de 86+87+88+89+90+91+92+93+94+95+96.
Donde 91 es el centro de la suma.

Casos pares: n se puede escribir como suma de p enteros positivos consecutivos si y solo si:
n Ac+ Acyq

E:...’Szx Hx:TH n =px
a. Yy acyq Son el centro de la suma.
Ej.: ¢21 puede ser escrito con 6 enteros consecutivos? 21 = 6 - (aﬁzﬁ donde a, = 3, yelcentroes3y4,

(1+243+4+5+6=21).

Bases huméricas

Existen diferentes sistemas numéricos, cada uno de ellos se identifica por su base. La base de un sistema numérico
es el nimero de digitos diferentes usados en ese sistema. los sistemas numéricos mas comunmente usados que son:
Decimal, utiliza 10 simbolos (digitos): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Binario, utiliza 2 simbolos (digitos): 0, 1.

Octal, utiliza 8 simbolos (digitos): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

U otros con cualquier base:

Terciario (Base 3), utiliza 3 simbolos (digitos): 0, 1, 2.
Cuaternario (Base 4), utiliza 4 simbolos (digitos): 0, 1, 2, 3.
Quinario (Base 5), utiliza 5 simbolos (digitos): 0, 1, 2, 3, 4.
Senario (Base 6), utiliza 6 simbolos (digitos): 0, 1, 2, 3, 4, 5. Etc.
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Notacion: Para distinguir entre los diferentes sistemas numéricos se puede encerrar entre paréntesis el nimero y se
le afiade un subindice que indicara la base que se esta usando. Si no se usa subindice se debera entender que el nimero
esta en base diez, a menos que se diga lo contrario.

Ejemplos:

35 = (35)10 = 35 base 10 (sistema decimal)

(110100)2 = 110100 base 2 (sistema binario)

(203)4 = 203 base 4 (sistema cuaternario).

También se puede escribir el nimero sin paréntesis y encerrar el subindice entre paréntesis:
Ejemplos:

35 = 35¢10y = 35 base 10 (sistema decimal).

1101002 = 110100 base 2 (sistema binario).

2034 = 203 base 4 (sistema cuaternario).

Conversion entre sistemas con distinta base numérica
e Pasaje de un numero en sistema decimal a otro sistema: Para convertir un nimero entero base decimal a
una nueva base, el nUmero base decimal es sucesivamente dividido por la nueva base.

Decimal a binario (Se divide sucesivamente por 2) | Decimal a terciario (Se divide sucesivamente por 3)
Ejemplo: Pasar el nimero 247 a sistema binario: Ejemplo: Pasar el nimero 1269 a sistema terciario:

Ultimo
2 ki X 2 1/cociente
1 1/'gcl>tc|:2r?te X 4)
X

El resultado es el niUmero que se obtiene al anotar el | El resultado es el nimero que se obtiene al anotar el
ultimo cociente y luego todos los restos en el sentido | Gltimo cociente y luego todos los restos en el sentido
que indica la flecha, o sea que: que indica la flecha, o sea que:

24710) = 11110111y 126910y = 12020003

Analogamente, para convertir a base 4 se divide sucesivamente por 4, para convertir a base 5 se divide sucesivamente
por 5, etc.

¢ Pasaje de un niumero en un sistema cualquiera a sistema decimal: Para convertir un nimero que esté dado
en cualquier base a un nimero en base decimal se debe realizar la descomposicién polindmica del nimero y luego
resolver la cuenta. En dicha descomposicion, las potencias a utilizar dependen de la base en la cual se encuentre
originalmente el nimero. Ejemplos:

Binario a decimal: Se descompone utilizando | Ternario a decimal: Se descompone utilizando
potencias de 2 porque es sistema binario (base 2). potencias de 3 porque es sistema ternario (base 3).
Convertir 1101012) al sistema decimal: Convertir 212001, al sistema decimal:

110101 = 1.2° + 1.2 + 0.23 + 1.22 + 0.2! +1.2° = | 21200133) = 2.3° + 1.3* + 2.33 + 0.32 + 0.31 + 1.3° =
132+ 116 + 08+ 1.4+ 0.2 + 1.1 =32+16+4+1= | 2.243 + 181 + 227 + 09 + 03 + 11 =
53. O sea que: 110101(2) = 5310) 486+81+54+1= 622. O sea que: 2120013) = 622(10)
Andlogamente, para convertir un nimero en base 4 a decimal se descompone utilizando potencias de base 4, para
convertir uno en base 5 se utilizan potencias de 5, etc.
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NUmeros cuadrados perfectos
Un numero es cuadrado perfecto cuando resulta ser el resultado de elevar al cuadrado algin numero entero. La raiz
cuadrada de un cuadrado perfecto es siempre un nimero entero. Los primeros cuadrados perfectos son:

Cuadrado perfecto Porque Cuadrado perfecto  Porque Cuadrado perfecto porque
0 02=0 9 3?=9 36 6% = 36
1 12=1 16 4 =16 49 72 =49
4 22=4 25 52 =25 64 8% = 64

Cuadrados perfectos: 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361,400,...
e Un numero n es cuadrado perfecto si y solo si, en su factorizacion tiene todos exponentes pares. Ademas el 1
es cuadrado perfecto.
Ejemplo: La factorizacion de 144 es 2%.32 Como ambos exponentes son pares, entonces 144 es cuadrado perfecto.
e Un numero n es cuadrado perfecto si y solo si tiene una cantidad impar de divisores positivos.
Ejemplo: Los divisores positivos de 64 son: 1, 2, 4, 8, 16, 32 y 64. Entonces 64 tiene siete divisores positivos. Como
siete es impar, entonces 64 es un cuadrado perfecto.
e Todo cuadrado perfecto es de la forma 4.k o0 4.k+1 y de la forma 3.k 0 3.k+1.

Formula que vincula a un cuadrado perfecto con los tres cuadrados perfectos anteriores:
(n+3)2=3(n+ 2)2-3(x + 1)2 + n2,

Por ejemplo: (1 +3)?=3.(1 +2)?-3.(1 +1)? +12 24 =332-322+12=216=3.9-34 + 1.

Otro ejemplo (mas resumido): 49 = 3.36 — 3.25 + 16.

Nameros primos que se pueden escribir como suma de dos cuadrados:
Sea n un entero positivo, entonces la ecuacion x? + y2 = n, tiene soluciones enteras si y solo si, en la factorizacion en
numeros primos de n, todos los primos de la forma 4k+3 aparecen con exponente par.
Ejemplos:
- 123 no se puede escribir como suma de dos cuadrados, pues 123 = 3.41, asi que tenemos un primo de la forma
4k+3 (4.043 = 3) que aparece con exponente impar.
- 1234 si se puede escribir como suma de dos cuadrados, pues 1234 = 2.617 (no hay primos de la forma 4k+3).
De hecho, es 1234 = 32 + 352,
- 19845 si se puede escribir como suma de dos cuadrados, pues 19845 = 34.5.72, es decir, los primos de la forma
4k+3 (3 y 7) aparecen con exponente par (notemos que 5 tiene exponente impar, pero eso no importa pues
no es de la forma 4k+3). Concretamente 19845 = 632 + 1262.

NuUmeros cubos perfectos
Un ndmero es un cubo perfecto cuando resulta ser el resultado de elevar al cubo algin nimero entero. La raiz cibica
de un cubo perfecto es siempre un nimero entero. Los primeros cubos perfectos son:

Cubo perfecto porque Cubo perfecto  porque Cubo perfecto  porque
0 02=0 27 33 =27 216 6% = 216
1 13=1 64 43 = 64 343 73 = 343
8 22=8 125 53 =125 512 8% =512

Cubos perfectos: 0, 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000, 1331, 1728, 2197, 2744, 3375, 4096, 4913,...

Contar cuadrados y cubos perfectos
La cantidad de cuadrados perfectos que hay entre 1 inclusive y k es [vk], los corchetes indican que se debe tomar
solamente la parte entera de Vk. Por ejemplo, entre 1y 58 hay [V58] = 7 cuadrados perfectos, en efecto, ellos son:
1,4,9, 16, 25, 36 y 49.

La cantidad de cubos perfectos que hay entre 1 inclusive y k es [Vk], los corchetes indican que se debe tomar
solamente la parte entera de Vk. Por ejemplo, entre 1y 200 hay [3/200] = 5 cubos perfectos, en efecto, ellos son: 1,
8, 27, 64 y 125.

Vamos a suponer que tenemos que contar la cantidad de cuadrados y cubos perfectos que hay entre 1 y 5000. En ese
caso: Cuadrados perfectos: [V5000] = 70. Cubos perfectos: [3/5000] = 17.

Pero cuidado, porque algunos son cuadrados y cubos perfectos al mismo tiempo. Ellos son las potencias sextas. Entonces
para saber cuantos estan repetidos debemos calcular: [{/5000] = 4.

Finalmente, la cantidad de cuadrados y cubos perfectos que hay entre 1 y 5000 inclusive es: 70 + 17 — 4 = 83.
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ndmeros
decimal)

Naturales (N): Son los
enteros (sin  parte
positivos.

Enteros (Z): Son los nUmeros
enteros (sin parte decimal)
positivos, negativos y el cero. (Los
nimeros naturales también son

enteros).

Racionales (Q): Fracciones,
decimales finitos, decimales
periddicos puros y decimales

periddicos mixtos. (Los ndmeros
naturales y enteros también son

racionales).
Irracionales (ll): Son los numeros
que poseen infinitas  cifras

decimales no periddicas.

Reales (R): Es el conjunto formado
por los numeros racionales e
irracionales

Conjuntos numéricos

A —

—

Z (Enteros)
w.-5-4,-3,-2,-1,0

N (Naturales)
1,23,4,5,...

0,42

Q (Racionales)
8 -
81,53 = —3 0,15

Il (Irracionales)

-2,36

—~

R (Reales)

Transformar un numero decimal a fraccion

Decimales finitos
En el numerador: Se escribe todo
el nimero sin la coma.
En el denominador: Se escribe un
1 y luego tantos ceros como
nimeros haya después de la

coma.

. 593 2 523
Ejemplo 1: 5,23 = To0

. 7
Ejemplo 2: 0,7 = To

17711

Ejemplo 3: 17,711 =
1000

Decimales periddicos puros

En el numerador: Se escribe todo el
nimero sin la coma ni el arco y
luego se resta todo lo que no esta
debajo del arco.
En el denominador: Se escribe un 9
por cada numero que haya después
de la coma y se encuentre debajo
del arco.

Ejemplo 1: 3,8 = —o— = 33

emplo 1: =— =—

Jemp ' 9 9

. — 1342-1 1341

Ejemplo 2: 1,342 = =—
999 999

Decimales peridodicos mixtos

En el numerador: Se escribe todo el
ndmero sin la coma ni el arco y luego se
resta todo lo que no esta debajo del arco.
En el denominador: En cuanto a lo que se
encuentra después de coma, se escribe un
9 por cada numero que se encuentre
debajo del arco y un cero por cada nimero
gue no esté debajo del arco.

. —~ 2578-25 _ 2553
Ejemplo: 2,578 = =

990 990

Generalizaciones Importantes

Generalizacion 1 (Numeros Periddicos) Generalizacion 2
0 - ajaz ag b —_— b + ajaz agk
a{ad-> A, = dqdy Ak = T 4
y dA1dz Ak 10%—1 y d1d2  dk 10k-1 ) ]_On —_ 1
. 25 o5 | Donde b es la parte entera (no decimal) del numero = 11..1
Ejemplo: 0,25 = T0Z2-1 99 _ — 4 166 9 nveces
Ejemplo: 18,4 = 18 + =18 +— = —
101-1 9 9

Generalizacion 3:

Si k es la cantidad de acarreos al hacer la suma a + b, entonces: S(a+b) = S(a) + S(b) — 9k
Donde, S(a) es la suma de digitos del nimero a, S(b) es la suma de digitos del nimero b, y S(a+b) es la suma de

los digitos del nimero a-+b.

Ejemplo: a= 138 b = 986. Entonces k=3, S(a)=12, S(b)=23. Vemos entonces que S(a+b)=12+23-9.3 = 8.
Teniendo en cuenta que a + b = 1124, vemos claramente que S(a+b) = 8.

Generalizacion 4: Suma de los primeros n nimeros naturales: Si se quiere saber el resultado de la suma de
los primero n nUmeros naturales, se puede utilizar la siguiente formula:

n.(n+1)
1+2+3+4+...+n= >
. . . 10.(10+1) 110
Por ejemplo, la suma de los primeros 10 numeros naturales es: 1+2+...+10 = — Y =5 = 55
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1)

2)

3)

4)

5)

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Propiedades de la potenciacion
Potencia de exponente 0: Toda potencia de exponente 0 y base distinta de 0 es igual a 1.
a® = 1 (sise cumple que a = 0)

Producto de potencias de igual base: El producto de dos o mas potencias de igual base a es igual a la
potencia de base ay exponente igual a la suma de los correspondientes exponentes.

Se coloca la misma base y se suman los exponentes. ab. ac = ab+c
Ejemplos: a) 2% . 25 = 2° b)33.3.3%=38,

Division de potencias de igual base: La division de dos potencias de igual base a es igual a la potencia de base

a y exponente igual a la resta de los exponentes respectivos.
b
. , ., a .
Se coloca la misma base y se restan los exponentes. ab:ac=abPc También: —= ab-c
a

Ejemplos: a) 26 : 22 = 24 b)—=3°

Potencia de potencia: La potencia de una potencia de base a es igual a la potencia de base a
elevada a la multiplicacién de ambos exponentes.

. o b\¢ — _,bc
Se coloca la misma base y se multiplican los exponentes. | d =a

Ejemplo: (8%)> = 8%
Propiedad distributiva: La potenciacion es distributiva con respecto a la multiplicacion y a la division pero no
lo es con respecto a la suma vy la resta.

C C
a a
Multiplicacién: (a.b)¢ = ac. b€ Division: (3) = 3e

Propiedad de las potencias de 2: Hay una sola forma de escribir un nimero entero positivo como suma de
potencias distintas de 2.
Por ejemplo: 3942 = 211 + 210 + 29 4+ 28 4+ 26 + 25 4+ 22 + 2,

Propiedades de la radicacion
Ley distributiva de la radicacién respecto de la multiplicaciéon: Va.b = V/a. Vb

Ejemplo: 181.16 = V81.3116=3.2=6

Ley distributiva de la radicacién respecto de la divisiéon: {/a/b = Va / Vb
Ejemplo: 3/64/8 =13/64/38=4/2=2

Raiz de raiz: v/ Va = "%a
Ejemplo: vV64 = *64 = Y64 = 2.

Simplificacion de indice y exponente: Si el exponente del radicando positivo es igual, divisor o multiplo del
indice, se puede simplificar exponente con indice:

Ejemplos:
a) V27 =2 b) ¥27% = Y27t = 3 c) V325 = V)35 = 35,

Atencion: la simplificacion de indice y exponente no puede efectuarse cuando el radicando es negativo y e/
indiice es par,
Ejemplo: }/(—3)2 (No se pueden simplificar el indice y el exponente).

Exponentes Racionales: La base de la potencia es el radicando, el denominador del exponente racional es el
indice de la raiz y el numerador del exponente racional es el exponente del radicando:

m

an = am
5
Ejemplo: 23 = V25
n i 2
Potencia de una raiz: (Ya)" = Ya™ Ejemplo: (}/9)" = V92
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Operaciones con radicales

Suma y resta de radicales: Al sumar o al restar términos que contengan radicales semejantes, podemos obtener
una expresion de un solo término:

Ejemplo 1: 8V5 + 3v5 = 115
Ejemplo 2: V32 +v2 -8

En este caso, los radicales no son semejante, pero 32 2 8 2
haciendo una adecuada descomposicién en factores 16 2 4 2
primos de los radicandos y utilizando las propiedades 8 2 2 2
adecuadas, podemos llegar a obtener radicales ; ; 1 )
semejantes: 1 )

O sea que: 32 = 2° y 8 =23

Por lo tanto: V32 + V2 — 8 =25 + V2 — V23 =1/22.22.2 + 2 —V22.2 = 22.V22.2 + 2
—V22.N2=22N2+V2 —2N2=4N2+V2 —2:2=32

Multiplicacion y division de radicales:

Radicales del mismo indice: para multiplicar o dividir radicales del mismo indice, seguimos el procedimiento
inverso a la aplicacién de la propiedad distributiva, es decir:

Va.vb=+va.b Na _nfa
a.vb=+va.b =y
- 2 32
Ejemplos: V23 . V5 = v23.5 =+/8.5 =+/40 3_\/7= -

Radicales de indices distintos: debemos hallar radicales equivalentes de modo tal que todos tengan el mismo
indice:
Ejemplo 1: Para multiplicar: ¥/2 . ¥/3, hacemos asi:

Hallamos el multiplo comun menor entre los indices: m.c.m (6,4) = 12
Hallamos radicales equivalentes a los dados, que tengan indice 12:

V7= = V2
43 = WFE = P

Multiplicamos los radicales que obtuvimos:

22, %/33 = '322.33 = 4/4.27 = {108

Ejemplo 2: Para realizar la siguiente division, aplicamos un procedimiento similar:

R
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Racionalizacion de denominadores
1er caso: El denominador contiene un solo término con un radical de indice 2.

Ejemplo: Racionalicemos el denominador de la expresion: —

V2

Multiplicamos el numerador y el denominador por el radical que aparece en el denominador:
53 _5V3 v2  5V3v2 5V6 5V6 5V6
V2 V2 V2 N2NZ V22 2 2

Se obtiene una expresién en donde en el denominador ya no aparecen raices.

2do caso: El denominador contiene un solo término con un radical de indice mayor que 2.
1

Ejemplo: Racionalicemos el denominador de la expresion 5\/?

Como el radical tiene indice mayor que 2, buscamos un factor conveniente para eliminarlo del denominador. Una regla
practica para eliminar un radical de la forma ¥a™ (con n > m) consiste en multiplicar el numerador y el denominador
por otro radical de la forma Yan—m,

1 1 V3 V63 Ves  Ved

Vez Ve " Ve Ve2Ved  Veb 6

3er caso: el denominador es una suma o una resta de donde aparecen uno o dos radicales de
indice 2.
Recordemos que (a + b). (a - b) = a2 — b2. A las expresiones a + b y a — b las llamamos conjugadas.

B 3
Ejemplo: Racionalicemos el denominador de la expresion P Ve
Multiplicamos el numerador y el denominador por la expresion conjugada de la que aparece en el denominador.
3 3 (2-v5) 3.(2-V5) 6— 35 6— 35

245 (2++5) (2-v5)  (2+v5).(2-V5)  4-2v5 +2V5- V52 _ 4-5
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Progresiones Aritméticas
Una progresion aritmética es una sucesion en la cual cada término se obtiene sumando al término anterior un nimero
fijo llamado razon.

Término general de una progresion aritmética: Si en una progresion aritmética d es la razon y a: es el
primer término, el término general serd: dn = a1 + d.(n - 1)

Suma de términos de una progresion aritmética: Se denomina con Sn a la suma de n términos
consecutivos de una progresion aritmética. Esta suma esta dada por la siguiente férmula:

So=(215%)

Importante: Tres nimeros a, b, c estan en progresion aritmética si y solo si a + ¢ = 2b.

Progresiones Geométricas
Una Progresion geométrica esta constituida por una secuencia de elementos en la que cada uno de ellos se obtiene
multiplicando el anterior por una constante denominada razén de la progresion.

Término general de una progresion geométrica conociendo el primer término: Si en una progresion
geométrica d es la razdn y a es el primer término, el término general sera:

an=a;.d®-D

Término general de una progresion geométrica conociendo cualquier término: Si en una
progresidén geométrica d es la razon y ax es el valor del término que ocupa la posicion k; el término general sera:

an = ax. d-k

Suma de términos de una progresion geométrica: Se denomina con S, a la suma de 7 términos
consecutivos de una progresion geométrica. Esta suma esta dada por la siguiente formula:

ap,.d—a
Sn:—n 1
d-1

Importante: Tres nimeros a, b, c estan en progresion geométrica si y sélo si a.c = b2.

Sucesiones importantes

e Numeros pares: 2, 4, 6, 8, 10, ... Término general: an = 2n
e Numerosimpares: 1,3,5,7,9, ... Término general: an=2n-1
e Loscuadrados: 1,4,9, 16, 25,... Término general: an = n?
e Loscubos: 1,8, 27, 64,125,... Término general: an = n3
e Potenciasde 2: 2,4, 8, 16, ... Término general: an = 20

e Sucesiones que cambian de signo:
v -1,1,-1,1,-1, 1, ... Término general: an = (-1)»
v 1,-1,1,-1,1,-1, ... Término general: an = (-1)**1 o an= (-1)n1!
e Sucesion de Fibonacci: Comienza con los nimeros 1 y 1 y a partir de éstos, cada término se

obtiene sumando los dos anteriores: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...

Pt —(1-p)"

Término general: a, = NG

_ 1+J/5 i
siendo ¢ = — (NUmero aureo).
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Combinatoria

Permutaciones: Cada una de las formas distintas en que se pueden ordenar n elementos en n casilleros, sin
repetirlos, se denomina permutacién. El nimero de permutaciones que pueden obtenerse con los n elementos se
simboliza Pn y se lee “permutaciones de n elementos”.

En general, el nUmero de permutaciones de n elementos, se puede calcular mediante la expresion:

Ph=n.(n-1).(n-2)..... Esta Ultima expresion se lee “factorial de n” o “n factorial”.
1 Las calculadoras tienen una tecla que permite calcular permutaciones. Esta es
p | x!1. Por ejemplo, si hay que calcular 5!, se presiona:5,x! y luego =.
n = n.

Variaciones: Cada una de las formas distintas en que se pueden ordenar n elementos en r casilleros (n > r), sin
repetirlos, se denomina variacion. Dos formas que tengan los mismos elementos, pero en distinto orden, son
consideradas distintas. El “niimero” de variaciones que se pueden obtener con los n elementos se simboliza
Vi Y se lee “variaciones de n elementos tomados de a r”.

Las variaciones de n elementos agrupados de a r pueden calcularse, utilizando factoriales, mediante la siguiente
expresion:
n! Las calculadoras tienen una tecla que permite calcular variaciones. Esta es nPr con n > r. Para
Vn.r = m calcular primero se ingresa el valor de n, luego se presiona sobre la tecla nPr y finalmente se
ingresa el valor de r y se presiona =.

Combinaciones: Cada una de las formas distintas en que se pueden seleccionar r elementos diferentes de un
total de n, sin considerar el orden de los mismos, se denomina combinacion.

No tener en cuenta el orden de los elementos significa que dos formas que tengan los mismos elementos, pero en
distinto orden, son consideradas iguales. El nimero de combinaciones que pueden obtenerse con los n elementos
elegidos, sin repetirlos, se simboliza Cn,r y se lee “combinaciones de n elementos agrupados de a r”.

Las combinaciones se calculan mediante la siguiente expresion:

n! n! n
Cor = La expresion — - se indica con el simbolo (r ), que se lee: numero combinatorio
r: :

r!(n—r)! (n-r)
n,r.
Las calculadoras tienen una tecla que permite calcular combinaciones. Esta es nCr con n > r. Para calcular primero se

ingresa el valor de n, luego se presiona sobre la tecla nCr y finalmente se ingresa el valor de r y se presiona =.

Cuadro resumen general de combinatoria

.Puede | Elemen- | Liemmen-
¢Influye | ¢ tos dis- Obser- | Cal-
haber | tos por . . .
Nombre el . ponibles | Férmula vacio- | cula-
repeti- | grupo .
orden? i (seleccio nes dora
cién? (totales)
nados)
Permutaci6
n sin Si No n n Pn=n! n=n n!
repeticion
, n!
Permutaci6 . . P nikykz, ke = m
ncon Si Si n n
repeticién
(ki+kz+ ..+ kr<n)
Variacién n!
sin Si No n r Vo,r= (—)l n=>r | nPr
repeticién n=r):
Variacién n>r
con Si Si n r Vor=nr o A
repeticiéon n<r
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Combina- n n!
cién sin No No r Cn,r = ( r )= e n=r | nCr
repeticion r!(n—r)!
n = elemen-
n+(r-1)
Combina- C _ tos a selec-
cién con No Si n n+(r-1);r r cionar.
repeticién r = Elemen-
tos distintos.

Distribuir k pelotitas en n cajas
Si hay que distribuir k pelotitas en n cajas numeradas desde 1 hasta n, tengo

k+n-1
formas.
n—-1

Triangulo de Tartaglia o Pascal

n=0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4
n=>5 1 5 10 10

Binomio de Newton

(@a+b)=a+b
(a+b)?2=a?+ 2ab + b?
(a+b)3=a3+ 3a%b + 3ab? + b3

n=0 ()

n=1 G @

n=2 ® @ @

n=3 @ @O @ 6
n=4 G O 6 @ @
O 6 & @ @

Utilizando combinaciones también se puede construir el tridngulo de Pascal.

21

n=

Si nos fijamos atentamente, los coeficientes coinciden con los
del tridngulo de Pascal, los exponentes de "a" van
disminuyendo desde n hasta 0 y los de b van aumentando
desde 0 hasta n, y en cada término la suma de los exponentes

deayb esigualan.

Generalizacién: (a + b)? = arb? + a™1b! + ....cvcseesses +albn1 + a0bn
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/\ngulos entre rectas paralelas cortadas por una transversal

Angulos interiores y exteriores
Los angulos ubicados en la zona comprendida entre las
rectas paralelas, se llaman angulos interiores.

Los angulos que no son interiores se denominan
angulos exteriores:

L af/BN

N

Son angulos interiores: v, §, 0 y €.

Son angulos exteriores: a, 3, Ty w.

Angulos correspondientes
Si dos angulos estan ubicados de un mismo lado de la
transversal, uno es interior y el otro exterior, pero no
adyacentes, se los llama angulos correspondientes.

/8 Son correspondientes:
5 ay6

By €
0/

yym
/0w 5y o

Los angulos correspondientes entre paralelas son
iguales.

Reciprocamente, si dos rectas cortadas por una tercera
forman angulos correspondientes iguales, las rectas
son paralelas.

Angulos alternos internos
Si dos angulos estan situados en distinto semiplano con
respecto de la transversal, y ambos son internos, se los
llama angulos alternos internos.

b

Son alternos internos:

dy®9
Yy &€

Los angulos alternos internos entre paralelas son
iguales.

Reciprocamente, si dos rectas cortadas por una tercera
forman angulos alternos internos iguales, las rectas son
paralelas.

Angulos alternos externos
Si dos angulos estan situados en distinto semiplano con
respecto de la transversal, y ambos son externos, se
los llama angulos alternos externos.

ﬂ Son alternos externos:
VS
Bym
8/
/®

Los angulos alternos externos entre paralelas son
iguales.

Reciprocamente, si dos rectas cortadas por una tercera
forman angulos alternos externos iguales, las rectas
son paralelas.

Angulos conjugados internos
Si dos angulos estan situados en un mismo semiplano
con respecto de la transversal, y ambos son internos,
se los llama angulos conjugados internos.

i

Son conjugados internos:
0y &
Yy®

Los angulos conjugados internos entre paralelas son
suplementarios (o sea que suman 180°).

Reciprocamente, si dos rectas cortadas por una tercera
forman angulos conjugados internos suplementarios,
las rectas son paralelas.

Angulos conjugados externos
Si dos angulos estan situados en un mismo semiplano
con respecto de la transversal, y ambos son externos,
se los llama angulos conjugados externos.

L af
/8~

0/¢€
TT

Son conjugados externos:
Ay T
Byw

Los angulos conjugados externos entre paralelas son
suplementarios (o sea que suman 180°).

Reciprocamente, si dos rectas cortadas por una tercera
forman angulos conjugados externos suplementarios,
las rectas son paralelas.
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Otras propiedades de los angulos entre rectas paralelas

L.

A
\

Si L1 |l Loentonces se cumple: @ = 6+ B

< \ :Ll

o

€

/

Si L1 |l L2entonces se cumple: a + ¢@ + € = 360°

v

)

A

™~

< 3 > |
0
<D
Q
B
< d > | o

~

SiLill Loentonces: B+¢@ + 6= a+b+c+d

T ‘

A

&
<

> | o
SiLill L2entonces: a+b+c+d+e=180°

O=b+c+d+e

Bisectriz de un angulo

La semirrecta que divide un angulo en otros dos angulos
iguales se llama bisectriz.

Para trazar la bisectriz de un angulo, se debe tomar el
compas, pinchar en el vértice del angulo y trazar un arco
que corte ambos lados. Desde las intersecciones del arco
trazado v los lados del angulo, sin cambiar la abertura del
compas, trazar otros dos arcos.

Con la regla, dibujar una semirrecta con origen en el
vértice del angulo y que pase por el punto comin de los
dos arcos trazados anteriormente.

Bisectriz del
angulo bac

Mediatriz de un segmento

La recta perpendicular a un segmento que lo corta en su
punto medio se llama mediatriz.

Para trazar la mediatriz de un segmento ab debemos
tomar el compas con una abertura mayor a la mitad del
segmento, pinchar la aguja del compas en el punto "a" y
trazar un arco de circunferencia. Luego, sin modificar la
abertura del compas, repetimos el procedimiento con
centro en el punto "b".

Finalmente dibujamos la recta que pasa por
intersecciones de los arcos formados.

las

Todos los puntos de la mediatriz equidistan de los
extremos del segmento.

Punto medio
de ab
a b
""""""" Mediatriz del

segmento ab
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Poligonos
Los poligonos son figuras formadas por varias lineas a las que llamamos lados. Para que una figura formada por lineas

se considere un poligono es indispensable que estas lineas formen una figura cerrada.
La palabra poligono viene del griego polygonos. De polys que significa muchos y de gonia que significa angulos.

Digamos que la "traduccion" mas precisa de la palabra poligono seria "figura que tiene muchos angulos".

Poligonos convexos: Poligonos concavos:
Son aquellos tales que, Son aquellos donde es
para todo par de puntos posible encontrar dos
contenidos en la region puntos en su region /\
interior, el segmento que interior tales que el
determinan esta contenido segmento que determinan
integramente en esa posee, al menos, un
region. punto en la region
exterior.

Estos son los nombres de los poligonos de hasta veinte lados:

Numero Nombre del Namero Nombre del Nidmero Nombre del

de Lados Poligono de Lados Poligono de Lados Poligono
3 Triangulo 9 Eneagono 15 Pentadecagono
4 Cuadrilatero 10 Decagono 16 Hexadecagono
5 Pentagono 11 Endecagono 17 Heptadecagono
6 Hexagono 12 Dodecagono 18 Octadecagono
7 Heptagono 13 Triskaidecagono 19 Eneadecagono
8 Octagono 14 Tetradecagono 20 Icosagono

Propiedades de los poligonos

Siendo n el nimero de lados del poligono:

e SAI (Suma de los angulos interiores de un poligono): 180° . (n - 2)
e SAE (Suma de los angulos exteriores de un poligono): 360°
o Diagonales por vértice: n — 3

. n.(n-3)
« Diagonales totales: —
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Clasificacion de Poligonos

Tridngulos
(Poligono de
tres lados)

Segun sus
Lados

(Tres lados iguales y tres

(Dos lados iguales y dos

(Todos los lados diferentes)

Equilateros
angulos de 60°)
Is6sceles

angulos iguales)

Escalenos

£\

A
ra

Segln sus angulos

Rectangulo
(Uno de sus
angulos es recto)

Obtusangulo
(Uno de sus

angulos es obtuso)

Acutangulo

(Sus angulos SOHA

todos agudos)

S

Cuadrilateros
(Poligono de
cuatro lados)

Trapezoide Ningun par de lados paralelos
Tiene dos lados consecutivos iguales y los otros
Deltoide dos lados distintos de los anteriores pero
(también llamado 1guales entre sl.
romboide)
Tiene un par de lados paralelos.
Trapecio ITrapecllui\ Trapec'\ m
sosceles Rectangulo Escaleno
Cuadrado: Tiene cuatro lados iguales y cuatro
angulos rectos.
Paralelogramos

(Tienen dos pares
de lados paralelos)

Rectangulo: Tiene sus lados opuestos iguales y
sus cuatro angulos rectos.

Rombo: Tiene sus cuatro lados iguales

y sus angulos opuestos iguales.

Paralelogramos (propiamente dicho): Tiene dos
pares de lados paralelos y sus dngulos opuestos

L

son iguales.
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Poligonos regulares

Un poligono regular es un poligono en el que todos los lados tienen la misma longitud y todos los angulos interiores
son de la misma medida.
Todos los poligonos regulares se | Todo poligono regular se puede inscribir | Angulos de un poligono:
pueden dividir en tantos triangulos | o circunscribir en circunferencias.
iguales como lados tiene el poligono. | poligono inscrito:  Poligono circunscrito:

\A/ 8 = Angulo interior.
« = Angulo central.

B = Angulo exterior.

Pentagono 2 0t=Angulo central.
regular
(Cinco lados) 0 = Angulo interior.
HexAgono 2 0=Angulo central.
Regular
(Seis lados) 8 = Angulo interior.
1 20=Angulo central.
ll:ollg;)nos Heptagono
egulares ]
_regular 0 = Angulo interior.
(Siete lados)
i 2a=Angulo central.
Octagono
regular 8 = Angulo interior.
(Ocho lados)
Eneagono 20=Angulo central.
regular
(Nueve lados) 0 = Angulo interior.

Propiedades de los poligonos regulares
Siendo n el nimero de lados del poligono:

(n-2)
n

e Cada angulo interior de un poligono regular de n lados mide: 180° .

7 - s - 360°
e Cada angulo exterior de un poligono regular de n lados mide: —

A todo poligono regular se le puede inscribir y circunscribir una circunferencia.
El angulo central tiene la misma medida que el angulo exterior.
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Superficie (o area) de figuras planas - Formulas

Nombre Grafico Férmula
g hI\ h b.h
Triangulo A Superficie = ——
b b 2
Cuadrado 21, Superficie = 12 =11
Otra: Superficie = d?/2
Rectangulo h Superficie=b . h
b
Paralelogramo Superficie=b . h
_ . (B+b).h
Trapecio Superficie = T —
D.d
Rombo Superficie = —
Deltoide  (también s fic D.d
llamado romboide) uperficie =,

Circulo

Superficie = Tt . r?

Corona circular

Superficie = Tt . (R2 - r?)

. mr2 o
Sector circular Superficie =
360°
o m(R?-r?). «
Trapecio circular Superficie =

360°

Poligonos Regulares

Apotema

Perimetro. Apotema
2

Sup.=
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Circunferencia y circulo
¢Es lo mismo decir circunferencia que circulo? No...
No se debe confundir circunferencia con circulo, aunque ambos conceptos estan estrechamente relacionados.

Circunferencia:
Es el conjunto de los puntos pertenecientes a un En la circunferencia se mide la
mismo plano que se encuentran a la misma distancia Radig longitud (su perimetro).
de un punto fijo llamado centro, ubicado en el La longitud de una circunferencia
mismo plano. La distancia desde el centro a un se puede calcular mediante la
punto de la circunferencia se denomina radio. siguiente formula:
L=2mnR

Circulo:

_ En el circulo se puede hallar su
Superficie determinada por la unién de una Ry drea mediante la siguiente
circunferencia y su regién interior. formula:

A = . R?

Elementos de la circunferencia

e Centro O: Es el punto interior que equidista de todos
los puntos de la circunferencia.

e Radio 0A = R: Segmento que va desde el centro a
cualquier punto de la circunferencia.

o Diametro BC = 2R: Segmento que pasa por el centro
y cuyos extremos estan en la circunferencia. Es la
cuerda maxima, divide a la circunferencia en dos partes
iguales llamadas semicircunferencia.

e Arco AC: Es la parte que esta delimitada por dos puntos
de la circunferencia.

e Cuerda PQ: Es un segmento cuyos extremos son dos
puntos de la circunferencia.

¢ Recta Secante L: Recta que corta a la circunferencia
en dos puntos.

e Recta Tangente Li: Recta que corta a |la
circunferencia en un solo punto.

¢ Punto de tangencia T: Punto de interseccion entre la
recta tangente y la circunferencia.

e Flecha o Sagita MN: Porcion del radio.

Angulos en circunferencia

Angulo Inscrito Angulo Semiinscrito
C
Loz B
A
_ a=2pB
a=AB
Angulo inscrito en una Angulo exinscrito
semicircunferencia N
D B C
D 04
\ Q
A Q B
ACB = 90° AB + DB
ADB = 90° A “=7
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Igualdad de angulos inscritos Angulo exterior

A

‘x §=a+p

El angulo central es el formado por dos
radios de una circunferencia, por lo que su
vértice es el centro de ésta. En el ejemplo es el

angulo COB o .

Es angulo inscrito es aquel que tiene su
vértice sobre la circunferencia y sus lados son
rectas secantes. En el ejemplo es el &ngulo CDB
0 X,

El angulo semiinscrito es aquél cuyo vértice
esta en la circunferencia, un lado es secante y
el otro es tangente a ella. En el ejemplo es el

angulo CBF o0 .

............. Recta tangente a la
circunferencia en B

Propiedades:
x =y B =2« B=2vy

Recta tangente a una circunferencia

Decimos que una recta es tangente a una
circunferencia si la corta en un solo punto. r
Sea B un punto en una circunferencia de
centro O. Si una recta r es tangente a una
circunferencia en un punto B, se tiene que Recta tangente a la
OB L r. Reciprocamente, la recta circunferencia en B.
perpendicular a OB que pasa por B es B
tangente a la circunferencia.
B

Propiedad de Ilas rectas tangentes a una

circunferencia: Si dos rectas tangentes a una

circunferencia se cortan en un punto exterior A, los A AB = AC
segmentos determinados por el punto A y los puntos de

tangencia son iguales.

Arco Capaz
Sean A, B, P puntos en una circunferencia de centro O.

e Si P’ es un punto del arco AB que contiene a P
entonces AP'B = APB.

e Si P” es un punto del arco AB que no contiene a
P entonces AP”B = 180° - APB.
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Otras propiedades importantes

Las cuerdas que equidistan del
centro son de igual medida:

A C
’

Si un radio es perpendicular a una
cuerda, el radio pasa por el punto
medio de la cuerda y del arco
correspondiente a la cuerda.

Si:ra=b
Entonces:
AB = BC

B
T Si: 0A L BC
Oo—FE A Entonces:
1 BF =FC
BA =AC

C

Si trazamos dos cuerdas de la
misma longitud, entonces los arcos
que subtienden cada una son

iguales.
B
Si: AB =CD
Entonces:
AB=CD
D
A

El angulo exterior y un arco

formado por dos tangentes son
suplementarios.

a+ B =180°

Potencia de un punto
Si dos rectas que pasan por un punto P, cortan a una circunferencia fija en los puntos A, By C, D
respectivamente, entonces PA .PB = PC.PD

Si se trazan dos cuerdas paralelas
AD vy BC, los arcos AB y CD son de
igual medida.

/\ si:BC | AD
Entonces:
AB=CD

o
(@]

Si desde el vértice donde se unen
las  tangentes trazamos un
segmento que se une con el centro
de la circunferencia, el segmento es
una bisectriz. A

AB = BC C
Y ambas son tangentes.
Entonces: OB es bisectriz de ABC.

P exterior a la circunferencia

Los triangulos APC y DPB son
semejantes y de esa semejanza se

PA _ PC ]
deduce =5 = 75 Y Por lo tanto:

PA.

PB =

C

P

P interior a la circunferencia

Los triangulos APC y DPB son
semejantes y de esa semejanza se

PA _ PC .
deduce = = 75 Y Por lo tanto:

PA.PB= PC.PD

Una secante y una tangente

Los triangulos PAC y PCB son
semejantes y de esa semejanza se

PA _ PC i
deduce oc = 73 Y por lo tanto:

PA.PB = (PC)?

Teniendo en cuenta lo expresado anteriormente, si P es un punto exterior a una circunferencia por el que pasan

tres rectas, dos secantes y una tangente a la circunferencia.
Si las secantes cortan a la circunferencia en
A, B y C, D respectivamente y la tangente
lo hace en E.

Entonces se cumple:

PA.PB= PC.PD = (PE)?
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Circunferencias tangentes
Si dos circunferencias son tangentes, sus centros y el punto de tangencia estan alineados.

Circunferencias tangentes exteriores Circunferencias tangentes interiores
R> | N,
e ~
d

La distancia entre los centros es igual a la suma de los La distancia entre los centros es igual a la resta de los
radios (d = R + r). radios (d = R—r).

Cuadrilateros ciclicos

Un cuadrilatero es ciclico si sus angulos opuestos suman 180°. Ademas, es condicion necesaria y suficiente que se
pueda inscribir en una circunferencia. Es decir, cualquier cuadrilatero que se pueda inscribir en una circunferencia sera
ciclico, por lo que sus angulos opuestos sumaran 180°.
Reciprocamente, se puede decir que un cuadrilatero es ciclico si hay una circunferencia que pasa por todos sus vértices.
A Si ABCD es ciclico, se cumple que:
B e ABCD se puede inscribir en una circunferencia.
e Los angulos opuestos son suplementarios, o sea
que, suman 180°:
ABC + CDA = DAB + BCD = 180°.
e DAC =DBC

D ABC = ACD
BCA = BDA
C CDB = CAB

Ademas, en todo cuadrilatero ciclico se cumple el siguiente teorema:

Teorema de Ptolomeo: Sea ABCD un cuadrilatero ciclico de diagonales AC y BD. Entonces se cumple que el
producto de las diagonales es igual a la suma de los productos de los lados opuestos, es decir:
AC.BD= AB.CD +BC.DA

a+b+c+d

Formula de Brahmagupta: Si a, b, ¢, y d son las longitudes de los lados de un cuadrilatero ciclico, S = 5

es el semiperimetro del cuadrildtero, entonces el area del cuadrilatero es:
A=./(S—-a).(S—b).(S—c).(S—d)
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Cuadrilateros
Fuente: http://es.onlinemschool.com/
Los cuadrilateros son poligonos de cuatro lados cuyos angulos interiores suman 360°.

Cuadrado
S Cuatro lados iguales.
-~ Sss e Cuatro angulos de 90°.
R X S .
, 5 e Diagonales:
\ .
I/ . - Son iguales.
! \ - Son perpendiculares.
\ .
! ! - Se cortan en su punto medio.
! ! - Cada diagonal de un cuadrado lo divide en dos figuras simétricas iguales.
|} . .7 .
\ H - El punto de interseccion de las diagonales se llama centro del cuadrado y
\ / también es el centro de la circunferencia inscrita y de la circunferencia
N / circunscrita.
~ 7 - Las diagonales son bisectrices de cada uno de los angulos del cuadrado.
‘\______,—" O sea, lo cortan en dos angulos iguales, por lo tanto, ambos miden 45°.

- Las dos diagonales dividen al cuadrado en cuatro tridangulos iguales. Estos
triangulos son al mismo tiempo isdsceles y rectangulos.
Lado de un cuadrado:
e Férmulas para hallar la longitud del lado x de un cuadrado:

o En funcidn del radio r de la circunferencia inscrita: X = 2.r
o En funcion del radio R de la circunferencia circunscrita: X = R.vV/2

Diagonales de un cuadrado:
e La diagonal de cualquier cuadrado siempre mide /2 veces mas que su lado. X
e Foérmulas para hallar la longitud de la diagonal d de un cuadrado:

o En funcién del lado x del cuadrado: d = x.v/2

o En funcién del 4rea A del cuadrado: d = v2.A X

P
o En funcion del perimetro P del cuadrado: d = —=

22
o En funcion del radio R de la circunferencia circunscrita: d = 2.R
o En funcion del didmetro Do de la circunferencia circunscrita: d = Do u u

o En funcion del radio r de la circunferencia inscrita: d = 2.r.v2

o En funcion del didmetro do de la circunferencia inscrita: d = do. V2

2v10

o En funcion de la longitud del segmento m: d = m.T

Perimetro de un cuadrado: Se llama perimetro de un cuadrado a la suma de las longitudes de todos sus lados.
e Foérmulas del perimetro P de un cuadrado:
o En funcion del lado x del cuadrado: P = 4.x
o En funcién del drea A del cuadrado: P = 4./A
o En funcién de la diagonal d del cuadrado: P = 2.d. V2
o En funcién del radio R de la circunferencia circunscrita: P = 4.R. /2
o En funcién del didmetro Do de la circunferencia circunscrita: P = 2.Do. V2
o En funcion del radio r de la circunferencia inscrita: P = 8.r

o En funcion del didmetro do de la circunferencia inscrita: P = 4.do
8

o En funcion de la longitud del segmento m: P = m.\/—g

Area de un cuadrado: Se llama area de un cuadrado al espacio limitado por sus lados.
e El area de un cuadrado es mas grande que el area de cualquier cuadrildtero que tenga su mismo perimetro.
e Formulas del drea A de un cuadrado:

o En funcién del lado x del cuadrado: A = X2 = X.X
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2
o En funcién del perimetro P del cuadrado: A = Te

2
o En funcion de la diagonal d del cuadrado: A = >

o En funcién del radio R de la circunferencia circunscrita: A = 2.R?

, , Dy)?
o En funcidn del didametro Do de la circunferencia circunscrita: A = %

o En funcion del radio r de la circunferencia inscrita: A = 4.r2

o En funcién del didmetro do de la circunferencia inscrita: A = (do)?

16
o En funcién de la longitud del segmento m: A = m2.—

V5

Circunferencia circunscrita a un cuadrado: Se llama circunferencia circunscrita a un cuadrado a la
circunferencia que pasa por los cuatro vértices del cuadrado y tiene su centro en la interseccion de las diagonales del
cuadrado.

El radio de una circunferencia circunscrita alrededor de un cuadrado es siempre 2 veces mas grande que el
radio de una circunferencia inscrita.
El radio de una circunferencia circunscrita alrededor de un cuadrado es igual a la mitad de una diagonal.

, , . . u , 7
El area de un circulo circunscrito alrededor de un cuadrado es > veces mas grande que el area del cuadrado.
Férmulas para hallar el radio R de una circunferencia circunscrita alrededor de un cuadrado:

V2
o En funcidn del lado x del cuadrado: R = X. £}
Y , P
o En funcion del perimetro P del cuadrado: R = WG
V2.A
o En funcidn del area A del cuadrado: R = —

d
o En funcion de la diagonal d del cuadrado: R = 2

, ., . L ) Dy
o En funcidn del didametro Do de la circunferencia circunscrita: R = 7

o En funcion del radio r de la circunferencia inscrita: R = r.v/2

V2

o En funcién del diametro do de la circunferencia inscrita: R = do. >

V10

o En funcion de la longitud del segmento m: R = m.T

Circunferencia inscrita en un cuadrado: Se llama circunferencia inscrita en un cuadrado a la circunferencia
que corta al cuadrado en las mitades de todos sus lados y tiene su centro en la interseccidén de las diagonales de un
cuadrado.

El radio de una circunferencia inscrita es igual a la mitad del lado del cuadrado.

’ ’ . . T ’
El area de un circulo inscrito en un cuadrado es - Veces menos que el area del cuadrado.
Formulas para hallar el radio r de una circunferencia inscrita en un cuadrado:

X
o En funcion del lado x del cuadrado: r = E

o En funcién del perimetro P del cuadrado: r =

|

g , VA
o En funcion del area A del cuadrado: r = T

d
o En funcion de la diagonal d del cuadrado: ¥ = —=

242

, . . L ) R
o En funcion del radio R de la circunferencia circunscrita: r = \/_E

, ., , L . D)
o En funcion del diametro Do de la circunferencia circunscrita: r = ﬁ
o En funcion del diametro do de la circunferencia inscrita: ¥ = 70

m
o En funcion de la longitud del segmento m: r = —

V5
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Rectangulo

- —
" T ~q
- ~

e Lados iguales 2 a 2.

e Los lados opuestos de un rectangulo tienen la misma
longitud, o sea, son iguales: AB = CD, BC = AD.

e Los lados opuestos de un rectangulo son paralelos:
AB || CD, BC || AD.

e Los lados adyacentes de un rectdngulo siempre son
perpendiculares: AB 1 BC, BC L CD, CD 1 AD, AD 1 AB.

e Los cuatro angulos de un rectangulo miden 90°. La suma de
las amplitudes de los angulos interiores es 360°.

¢ Diagonales:
- Son iguales.
- Son oblicuas.

d
- Se cortan en su punto medio: AO =BO = CO =DO = Py

SN - La suma de los cuadrados de las diagonales de un
rectangulo es igual a la suma de los cuadrado de los lados:
2d? = 2a% + 2b2.

- Cada diagonal de un rectangulo lo divide en dos figuras iguales (dos triangulos rectangulos).

- El punto de interseccion de las diagonales es el centro del rectangulo y también es el centro de la
circunferencia circunscrita. La diagonal de un rectangulo en el diametro de la circunferencia circunscrita.

- Siempre se puede circunscribir una circunferencia alrededor de un rectangulo ya que la suma de los angulos
opuestos es 180°, o sea que es un cuadrilatero ciclico.

- En un rectangulo cuya longitud de la base no coincida con la longitud de la altura, no se puede inscribir una
circunferencia ya que la suma de los lados opuestos no son iguales entre si. Sdlo se puede inscribir una
circunferencia en un rectangulo que sea un cuadrado.

Lados de un rectangulo:
e Foérmulas para hallar la longitud de los lados de un rectangulo (base b y altura a):

o En funcién de una de las diagonales d del rectangulo y la longitud del otro lado:

e a=+Vd%*- b2 b = Vd? - a2
o En funcion del area A del rectangulo y la longitud del otro lado:
A A
° a=— =
b a
o En funcion del perimetro P del rectangulo y la longitud de uno de los lados:
P-2b b P - 2a
a= =
* 2 2
o En funcién de la diagonal d del rectangulo y la longitud del angulo «a:
e a=d.sina b =d. cos a
o En funcion de la diagonal d del rectangulo y la longitud del angulo f:
B B
a=d.sin- b =d. cos -
* 2 2

Diagonal de un rectangulo:
e Férmulas para hallar la longitud de la diagonal d de un rectangulo:
o En funcion de la base b y la altura a del rectangulo: d = v/a% + b?
o En funcion del area A del rectangulo y la longitud de uno de los lados:

VAZ+ a* VAZ+ b4

a b
o En funcion del perimetro P del rectangulo y la longitud de uno de los lados:
VP2-4Pa + 8.a2 VP2-4Pb + 8.b2
e d= 2 d= >
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o En funcién del radio R de la circunferencia circunscrita: d = 2.R
En funcion del didametro Do de la circunferencia circunscrita: d = Do
En funcion del seno del angulo adyacente a la diagonal y la longitud del lado opuesto a ese angulo:

a
o d=—
sina
o En funcion del coseno del angulo adyacente a la diagonal y la longitud del lado adyacente a ese angulo:
b
o d=
cosa
’ 7 7 7 ZIA
o En funcion del seno del angulo entre las diagonales y el area A de un rectangulo: d = sinp

Perimetro de un rectangulo:
Férmulas del perimetro P de un rectangulo:
o En funcion de la longitud de la base b y la altura a del rectangulo: P = 2.b + 2.a = 2.(b + a).
o En funcion del area A del rectangulo y la longitud de uno de los lados:
2.A +2.a° _ 2.A+2.b?

* PET P b

o En funcion de la diagonal d y la longitud de uno de los lados:

e P=2(a+ Vd2- a?) P = 2.(b + Vd? — b?)
o En funcién del radio R de la circunferencia circunscrita y la longitud de uno de los lados:
e P=2.(a+ V4.R2- a?) P = 2.(b + V4.R% — b?)

o En funcion del diametro Do de la circunferencia circunscrita y la longitud de uno de los lados:

o P=2.<a+ ’Doz—a2> P=2_(b_|_ ’Dgz—bz)

Area de un rectangulo:
Férmulas del area A de un rectangulo:
o En funcién de la longitud de la base b y la altura a del rectangulo: A = b.a

o En funcion del perimetro P del rectangulo y la longitud de uno de los lados:
_Pa-2a% _Pb-2b?

2 2

o En funcion de la diagonal d del rectangulo y la longitud de uno de los lados:

e A=a./d? - a? A = b.Vd? — b?
d?.si
o En funcién de la diagonal d del rectangulo y el seno del angulo agudo entre las diagonales: A = +HB

o En funcién del radio R de la circunferencia circunscrita y la longitud de uno de los lados:

e A =a.V4R? — a? A = b.V4R? — b2

o En funcion del diametro Do de la circunferencia circunscrita y la longitud de uno de los lados:
L] A = a. ’Doz—az A =a. ;Doz—bz

Circunferencia circunscrita en un rectangulo: Se llama circunferencia circunscrita a un cuadrado a la
circunferencia que pasa por los cuatro vértices del rectangulo y tiene su centro en la interseccién de las diagonales del
rectangulo.

e Formulas para hallar el radio R de una circunferencia circunscrita alrededor de un rectangulo:

Va2 + b2

o En funcion de la longitud de la base b y la altura a del rectangulo: R =

2
o En funcion del perimetro P del rectangulo y la longitud de uno de los lados:
R VP2— 4Pa+8.a2 R JVP2— 4Pb +8b2
- 4 - 4
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o En funcién del didmetro Do de la circunferencia circunscrita: R = >

o En funcion del seno del angulo agudo entre las diagonales y el area del rectangulo: R =

o En funcion del area A del rectangulo y la longitud de uno de los lados:

p = yAt+al r o YAZ + b
[ ] T e
2a 2b

d
o En funcion de la diagonal d del rectangulo: R = 2

Dy

o En funcion del seno del angulo adyacente a la diagonal y la longitud del lado opuesto a este angulo:

a
° R =
2.sina
En funcién del coseno del angulo adyacente a la diagonal y la longitud del lado adyacente a este angulo:
b
[ ] -
2.cosa

V2A:sin

2

Angulo « entre la base b y la diagonal d del rectangulo: Angulo B entre las diagonales del rectangulo:

Férmulas para hallar el angulo entre la base y la diagonal:

(o]

(o]

En funcién de la diagonal d del rectangulo v la longitud o En funcién del dangulo « entre la base by la
de uno de los lados: diagonal d:
a
e sinx= - * Bp=2.x
d o En funcién del drea A del rectangulo y la
e COS X = E diagonal d:
d . 2.A
En funcién de la amplitud del angulo B entre las e sinf3= ?
diagonales:
B
e X = —
2
para|e|og ramo e Los lados opuestos de un paralelogramo son paralelos:

AB || CD, BC || AD.

e Los lados opuestos de un paralelogramo tienen la
misma longitud, o sea, son iguales:

e AB=CD,BC=AD.

e Los angulos opuestos del paralelogramo son iguales:
ABC = CDA y BCD = DAB.

e Lasuma de los angulos adyacentes a cualquiera de los
lados es 180°:
ABC + BCD = 180°. BCD + CDA = 180°.

CDA + DAB = 180°. DAB + ABC = 180°.

e La suma de los angulos interiores de un paralelogramo es igual a 360°.

e Las bisectrices de los angulos opuestos de un paralelogramo siempre son paralelas.

e Las bisectrices de dos angulos consecutivos de un paralelogramo siempre son perpendiculares.
¢ Diagonales:

Son oblicuas.

Se cortan en su punto medio: AO = OC; BO = OD.

Cada diagonal divide al paralelogramo en dos triangulos iguales.

El punto de interseccién de las diagonales se llama centro de simetria del paralelogramo.

La suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrado de
sus lados: AC? + BD? = AB? + BC? + CD? + AD?. También se puede escribir: AC?> + BD? = 2.AB? + 2.BC?

Férmulas para hallar el angulo entre las diagonales:
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Lados del paralelogramo:

e Foérmulas para hallar la longitud de los lados de un paralelogramo (b y a):
o En funcién de las diagonales d: y d> y el angulo entre ellas:

Jd12+ d,%- 2.dy.dy.cosy \/d12+ d,2+ 2.dy.dy.cos &
° a= > a= >
2 2 2 2
\/dl +dy“+ 2.dq.dy.cosy Jdl +dy"—2.dg.dy.cos 8
b = b=
* 2 2
o En funcion de las diagonales d: y dz y el otro lado: B b
\/2.d12+ 2.d,%- 4.p2
° a= >
\/2.d12+ Z.dzz— 4.a2
e b=
2
o En funcion de la altura y el seno del angulo a: A b D
h h
e a= b b= a
sen a sen a
o En funcién del area Ay la altura:
A b A
a — T
* h, hp

Diagonales del paralelogramo:

e Formulas para hallar la longitud de las diagonales d1 y d> de un paralelogramo:
o En funcién de la longitud de los lados y el coseno de los angulos B y a:

e di=.a?+ b%-2.a.b.cosB d1 = a2+ b% +2.a.b.cosa
e dz=,/a%+ b%2+2.ab.cosP d2 = yaZ + b2 —2.a.b.cosa
o En funcion de la longitud de los lados y de la otra diagonal:
e di= Jz.az + 2.b2 — d,? d> = Jz.az + 2.b2 — d,?
o En funcidon de la longitud del area A, la longitud de la otra diagonal y el angulo entre las diagonales:
ds = 2.A di = 2A
* 1_dz.seny l_dz.senS
d, = 2.A d, = 2.A
* 2_dl.seny 2_dl.senS

Perimetro del paralelogramo:

Formulas del perimetro P de un paralelogramo:
o En funcion de la longitud de los lados a y b del paralelogramo: P = 2.b + 2.a = 2.(b + a).
o En funcién de la longitud de uno de los lados y de las dos diagonales:

e P=2a+ Jz.dlz + 2.dy% — 4.a2

. P=2.b+\/2.d12+ 2.d,% — 4.p?

o En funcion de la longitud de un lado, la altura y el seno del angulo a:

. P=2.(b+ h") P=2.(a+ h*‘)

sen a sen o
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Area del paralelogramo:
Férmulas del area A de un paralelogramo:

o En funcién de la longitud de un lado y de la altura:
e A=a.h, A=b.hp

o En funcion de la longitud de los lados y el seno del angulo entre ellos:
e A=a.b.sena A = a.b. sen

o En funcion de las diagonales y el seno del angulo entre ellas:

1 1
e A= E'dl'dz' sen y A= E'dl'dz' sen §

e Un paralelogramo ABCD es un rombo si se cumple al menos una de estas
condiciones:
- Dos lados adyacentes son iguales (de esto se deduce que todos los lados son
iguales): AB = BC = CD = DA.
- Sus diagonales se cruzan bajo un angulo recto: AC L BD.
- Cada una de las diagonales es bisectriz, o sea, divide los angulos que la
contienen por la mitad: BAC = CAD, BDA = BDC.

- Todas las alturas son iguales: BN = DL = BM = DK.

- Es posible inscribir un circulo en el paralelogramo.

- Las diagonales dividen al paralelogramo en cuatro triangulos iguales.

Propiedades del rombo:

e Posee todas las caracteristicas de un paralelogramo.

e Las diagonales son perpendiculares: AC 1L BD.

e Las diagonales son bisectrices de sus angulos.

e La suma de los cuadrados de las diagonales es igual al cuadrado de un lado multiplicado por cuatro:

AC? + BD? = 4.AB?,

e El punto de interseccion de las diagonales se llama centro de
simetria del rombo.

e En cualquier rombo se puede inscribir una circunferencia.

e El centro de la circunferencia inscrita en un rombo sera el
punto de interseccion de sus diagonales.

Lado del rombo:
e Foérmulas para hallar la longitud del lado a de un rombo:
o En funcion del area A vy la altura BN:

A
a=—
BN
o En funcion del drea Ay el seno de sus angulos:
VA VA
° a= a-=
vsen a Jsen B
o En funcién del area A y el radio de la circunferencia inscrita:
A
e a=—
2r
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o En funcién de las diagonales d: y d:

,d12 + dzz

2

o En funcion de las diagonales d: y dz y el coseno del angulo agudo (a) o el coseno del angulo obtuso (B):

_ dy _ d;
* a_\/2+2.cosa a_1/2—2.cosB
o En funcién de la diagonal mayor d: y el angulo mitad:
dy dy
e a=——mmr a=s———
2.cos(a/2) 2.sen(f/2)

o En funcion de la diagonal menor dz y el angulo mitad:
d; dz

a=——— a=———
2.cos(B/2) 2.sen(a/2)
o En funcién del perimetro P:
P
o -_——
4

Diagonales del rombo:
e Foérmulas para hallar la longitud de las diagonales di1 y d2 del rombo:
o En funcién de la longitud del lado y el coseno del angulo agudo (a) o del angulo obtuso (B):

o di=a.2 + 2Z.cosa di =a./2 — 2.cosf

o d2=a./2 + 2.cosf d2 =a./2 - 2.cosa
o En funcién de la longitud del lado y el angulo mitad:

e di = 2.a.cos (a/2) di1 = 2.a.sen (B/2)

e dz = 2.a.sen (a/2) d> = 2.a.cos (B/2)

o En funcién de la longitud del lado y de la longitud de la otra diagonal:

e di= ’4‘32 - d22 d> = ’4‘32 - d12

o En funcidn de la tangente del angulo agudo (a) o del angulo obtuso (B) y la longitud de la otra diagonal:

e di=d..tg (B/2) d2=di.tg (a/2)
o En funcion del drea Ay la longitud de la otra diagonal:
2A 2.A
o di= d_z d: = d_1
o En funcion del seno del angulo mitad y el radio de la circunferencia inscrita:
2r d 2r
[ -_-— - —m
! sen (a/2) 2 sen (f/2)

Perimetro del rombo:
Formula del perimetro P de un rombo:
o En funcion de la longitud del lado a: P = 4.a.
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Area del rombo:
Formulas del area A de un rombo:

o En funcion de la longitud del lado y de la altura BN:
e A=a.BN
o En funcion de la longitud del lado y el seno de cualquier angulo:
e A=a%sena A =a% senp

o En funcion de la longitud del lado y el radio de la circunferencia inscrita:

e A=2a.r
o En funcion de la longitud de las dos diagonales di y d>:
. A= dy. d;
2

o En funcion del seno de cualquier angulo y el radio de la circunferencia inscrita.

4. r2 4. r2
e A= A=

sen o sen

o En funcién de la longitud de las diagonales d: y d2 y la tangente de los angulos a y B.

. =%.d12.tg (a/2) =%.d22-tg (8/2)

Circunferencia inscrita en un rombo: Se llama circunferencia inscrita en un rombo a la circunferencia adyacente
a todos los lados del rombo y cuyo centro esta en la interseccion de las diagonales del rombo.
e Formulas para hallar el radio r de una circunferencia inscrita en un rombo:
h

o En funcidn de la altura BN del rombo: r = E

; , A
o En funcion del area A y un lado a del rombo: ¥ = 2a
a

L , , VvA. sen a
o En funcién del area A y el seno del angulo o del rombo: r = — 2
o En funcion del lado a y el seno de cualquier angulo:
a.sena a.senf
. fr=s—m™ r=—
2 2

o En funcion de las diagonales d: y d2 y el seno de los angulos a y B:
dq. sen (a/2) d, . sen (3/2)
r=————— r=—————
2 2

dy. dy

2. ’d12 + dzz

o En funcion de las dos diagonales d1 y d2y el lado a: r =

o En funcion de las diagonales d1 y d2: r =

dq. dy
4.a
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Trapecio
B b C
h y o
C — ) m d
d
A1 k
o B 5
A a

a = AD = Base mayor

b = BC = Base menor

¢ = AB = Lado lateral 1

d = CD = Lado lateral 2

h = Altura

m = Base media 0 mediana
d: = AC = Diagonal 1

d2 = BD = Diagonal 2

O = Interseccion de las diagonales

Se llama trapecio a un cuadrilatero convexo que tiene dos lados
paralelos y los otros dos lados no son paralelos. Los lados
paralelos se llaman bases del trapecio y a los otros dos, lados
laterales.

La distancia del segmento perpendicular entre las bases, se
denomina altura.

Se llama mediana al segmento que tiene por extremos los puntos
medios de los lados no paralelos.

Propiedades:

- Se puede inscribir una
circunferencia en el trapecio si la
suma de las longitudes de las
bases equivale a la suma de las
longitudes de los lados laterales:

AD + BC = AB + CD. A

- El radio de la circunferencia inscrita se puede calcular
mediante la siguiente formula: r = h/2.

- Cada diagonal en el punto de interseccion O se divide en dos

partes con tal correlacion de la longitud como la de entre las
bases: BC _ OC _ OB
"AD A0 DO

- Las diagonales del trapecio d: y d> estan relacionadas con los
lados mediante la correlacién de:

d;® + d,*> = 2ab + ¢ + d?

Area del Az (a+b).h
trapecio: -

A
A = m.h de donde se desprende que m = E

Donde a y b son las bases y h la altura. | Donde m es la base media y h la altura.

a+b

Se puede calcular el area si sélo se conocen las medidas de los cuatro lados mediante la siguiente formula:

A= 2@ob)

.\/(—a+c+b+d)(—a+c+b+d)(—a—c+b—d)(a—c—b+d)

Donde a es la base mayor, b es la base menor, y c y d son los lados laterales.

Base media o mediana (m) del trapecio: Es el segmento que une los
puntos medios de los lados no paralelos (laterales). La base media es paralela
a las bases y su medida es el promedio de las longitudes de las bases.

(a+b)
2

m=

La base media (m) de un trapecio biseca a las diagonales, esto quiere decir
que las corta en sus puntos medios. A su vez, el sesgmento que une los puntos
medios de las diagonales es paralelo a las bases y su medida es la mitad de la

diferencia de las longitudes de las bases:
(a=b)

2

P =

Lados del trapecio:

=2

P1 y P2 son los puntos medios de los
lados laterales.

O y P son los puntos medios de las
diagonales.

OPllalb

e Férmulas para hallar la longitud de las bases del trapecio a través de la mediana m y la otra base:

e a=2.m-b

b=2m-a

e Férmulas para hallar la longitud de las bases del trapecio a través de la altura y los angulos adyacentes a la

base mayor:

e a=b+ h.(ctg x + ctg B) b = a-h.(ctg < + ctg B)

i 1
Aclaracion: ctg « = —
tg x

tg B = —
Y 9B =p
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e Foérmulas para hallar la longitud de las bases del trapecio a través de los lados laterales y los angulos adyacentes
a la base mayor:
e a=b+ c.cos x + d.cos b = a—-c.cos x —d.cos 3

e Foérmulas para hallar la longitud de los lados laterales del trapecio a través de la altura y los angulos adyacentes

a la base mayor:
h h
d=

sen < sen 3

e C=

Altura del trapecio:
e Foérmulas para hallar la longitud de la altura de un trapecio:
o En funcién de un lado lateral y el angulo adyacente al lado de la base:

e h=c.senx h =d.sen
o En funcidn las bases, las diagonales y los angulos entre ellas:
d,.d; d; .d;
e h=seny.——= h =sen§.——=
Y a+b a+b
o En funcién de las diagonales, los angulos entre ellas y la mediana:
dy.d dy.d
e h=seny.—>2 h = sen §. 32
2M 2.M
L, . : 2.A
o En funcion del area Ay las longitudes de sus bases: h = ath
- . . . A
o En funcion del area Ay la longitud de la medianam : h = -

o En funcion de las dos bases (a y b) y de los dos lados laterales (c y d):

_ 4.(a=b)2. c2— [c2 + (a—b)?— d?]?

h 2.(a—b)

Diagonales del trapecio:
e Formulas para hallar las longitudes de las diagonales d1 y d2 de un trapecio:
o Utilizando el teorema del coseno:

e di=,a?+ d?-2.a.d.cosB d2 =./a?+ c2+2.a.c.cosB

o En funcién de la longitud de los cuatro lados:

a.(dZ - ¢2)
a—-b

a.(cz - d?)

= [c2 —
dz—\/c +a.b P

. d1=Jd2+a.b—

o En funcién de la altura, la longitud de la otra diagonal y los angulos adyacentes a la base mayor:

e di=./h?+ (a—h.ctgp)? di1 = /h? + (b + h. ctg )2

e d2=.h%+ (a—h.ctg x)2 d2 = \/hZ + (b + h.ctg )2

o En funcion de la longitud de los cuatro lados y la otra diagonal:

. d1=\/c2+ d? + 2ab — d,> dz=\/c2+ d? + 2ab — d,°
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Area del trapecio:

Férmulas del drea A del trapecio:
@+b)h

o En funcion de las longitudes de las bases y de la altura: A = 2
o En funcién de las longitudes de la mediana my de la altura: A = m.h

o En funcion de la longitud de las dos diagonales d1 y d2 y los angulos entre ellas:
d;. dy

dy.d;
e A= .seny A=T.sen8

o En funcion de la longitud de los cuatro lados:

(a=b)2 + ¢2- dZ)Z

© A= CZ_( 2.(a-b)

o Foérmula de Herdn para el trapecio:

a+b
e A= Ia_bl.\/(s—a).(s—b).(s—a—c).(s—a— d)
a+b+c+d L, .
Donde s = — (semiperimetro del trapecio)

Otros segmentos del trapecio escaleno  Férmulas para hallar las longitudes de los segmentos que
pasan por el trapecio:

b

e KS=NL=-
2
a

e KN=SL= 2
a.b

« ToO=0Q= a+b

Trapecio recténgulo Un trapecio es rectangulo si se cumple una de las siguientes
condiciones:

e Tiene dos angulos rectos adyacentes:

B b C BAD = 90° y ABC = 90°
s g h e Tiene un lado lateral perpendicular a las bases:
Y
K m < L AB 1 BC, AB 1 AD.
c} \ d
cl d2 - Propiedades basicas del trapecio rectangulo:
A a P D Las diagonales son diferentes y no son perpendiculares.

e Tiene dos angulos rectos adyacentes:
BAD = 90° y ABC = 90°

e Tiene un lado lateral perpendicular a las bases:
AB 1 BC, AB L AD.

e La altura equivale al lado lateral menor:
h = AB.
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Lados del trapecio rectangulo:
e Foérmulas para hallar la longitud de las bases del trapecio rectangulo a través de los otros lados y el angulo «:

e a=b+d.cosa b=a-d.cosa
e a=b+cctga b=a-c.ctga Aclaracién: ctg « =tgLoc
e a=b+Vd2- ¢ b:a—m

e Formulas para hallar la longitud de las bases del trapecio rectangulo a través de los lados, las diagonales y los
angulos entre ellas:

d..d d..d
e a= 1c2.seny—b b=—"2.seny-a
d..d d..d
e a=—2.,sen8-b b= 1c2.sen8—a

e Formulas para hallar la longitud de las bases del trapecio rectangulo a través del area y los otros lados:

e a=—-b b=—-a
C C

e Formulas para hallar la longitud del lado lateral ¢ del trapecio rectangulo a través de los otros lados y el angulo
a:

e c=.,d?- (a—h)?
e c=(a—-b)tga

e c=d.sena

e Formulas para hallar la longitud del lado lateral ¢ del trapecio rectangulo a través de las bases, las diagonales
y el angulo entre ellas:
dqydy dqydy

. sen = .sen §
Tp SEnY €= 2+ S€

e C=

e Foérmulas para hallar la longitud de los lados laterales c y d del trapecio rectangulo a través de las bases a y b,
la mediana m, el area A y el angulo a:

e C= A d= A
T m " msena
o Cc= 2A _ 2A
~ a+b - (a+b).sen a

e Fdérmulas para hallar la longitud del lado lateral d del trapecio rectangulo a través de los otros lados, la altura h

y el angulo a:
a-b d
e d= d=
COS sen <
h
[ ] — — 2 _ 2
d=—ro d=,c2+(a-b)

Mediana del trapecio rectangulo:
e Férmulas para hallar la longitud de la mediana m de un trapecio rectangulo:

o En funcién de la base, la altura (equivalente al lado d) y el angulo :
ctg « ctg «
2

e m=a-h. m=b+ h.

o En funcidn las bases y los lados laterales:

[2_ 2 2_ 2
L4 m=a—u m=b+u

2
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Trapecio isdsceles

Para que un trapecio sea isdsceles es necesario y suficiente que se
cumpla una de estas condiciones:

Los angulos adyacentes a las bases sean iguales:

ABC = BCD y BAD = ADC

Las diagonales son congruentes (iguales): AC = BD

Los angulos son iguales entre las diagonales y las bases:
ABD = ACD; DBC = ACB; CAD = ADB y BAC = BDC
La suma de los angulos opuestos es igual a 180°.

ABC + ADC = 180° y BAD + BCD = 180°.
Alrededor del trapecio se puede circunscribir una
circunferencia.

Propiedades basicas del trapecio isosceles:

La suma de los angulos adyacentes al lado lateral de un
trapecio isdsceles es igual a 180°.

ABC + BAD = 180° y ADC + BCD = 180°.

- Alrededor del trapecio isosceles se puede circunscribir una circunferencia.

- Si se puede inscribir una circunferencia en el trapecio isdsceles entonces el lado lateral equivale a la mediana del

trapecio: AB = AC = m.

- Todo trapecio isosceles se puede descomponer en dos trapecios rectangulos iguales, mediante un segmento que

une los puntos medios de las bases. La recta que contiene al segmento es eje de simetria de las figuras resultantes.

- Si las diagonales son perpendiculares entre si entonces la altura equivale a la semisuma de las bases (o sea,

equivale a la mediana m): h = m.

- Silas diagonales son perpendiculares entre si entonces el area del trapecio equivale al cuadrado de la altura:

Area (ABCD) = h2,

- Si se puede inscribir una circunferencia en el trapecio isdsceles entonces el cuadrado de la altura equivale al

producto de las bases del trapecio: h2 = BC . AD

- Suma de los cuadrados de las diagonales equivale a la suma de los cuadrados de los lados laterales mas el producto
doble de las bases del trapecio: AC2 + BD2 = AB2 + CD2 + 2.BC.AD.

- La altura (CP) trazada por el vértice (C) sobre la base mayor (AD) la divide en el sesgmento mayor (AP) que equivale

a la semisuma de las bases y en el segmento menor (PD) que equivale a la semiresta de las bases:

BC + AD
T2

Lados del trapecio isosceles:
e Formulas para hallar la longitud de los lados del trapecio isdsceles a través de los otros lados, la altura h y el

angulo o:

a=b+ 2.h.ctg a

1

tg o

a=b+ 2.c.cos a

AD - BC
T2

b=a-2h.ctga Aclaracion: ctg « =

b=a-2.c.cosa

SMSAD

h a—-b
e C= = Cc= =
sen < 2.cos X
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e Formulas para hallar la longitud de los lados del trapecio isésceles a través de las diagonales di y los otros
lados:

2 2 2 2
d{“—c d{"—c
a=—— b=-"— c = d =
b a

/dlz —ab

e Formulas para hallar la longitud de las bases del trapecio isdsceles a través del area A, la altura h y la otra base:

a=—-b b=—-a2a
* h h
e Formula para hallar la longitud del lado lateral ¢ = d del trapecio isosceles a través del area A, la mediana m y
el angulo a:
A
e c=d= —
m.sen <

e Formula para hallar la longitud del lado lateral ¢ = d del trapecio isosceles a través del area, de las basesay b
y el angulo a:
2.A

e c=d= (a+b).sen x

Mediana (o base media) del trapecio isosceles:
e Foérmulas para hallar la longitud de la mediana m de un trapecio isdsceles:
o En funcién de las bases a y b, la altura h y el angulo o:

1
e m=a-h.ctg m = b + h.ctg x Aclaracion: ctg « = o

e m=a-—VcZ- h? m=b + VcZ - h?

o En funcién del area A, el lado lateral c = d y el angulo «:
A

e m= ——
c. sen X

Altura del trapecio isdsceles:
e Férmulas para hallar la longitud de la altura h de un trapecio isosceles:
o En funcién de los lados:

. h=2./ac—(@-by?

o En funcién de las bases a y b y el angulo B:

a—b
e h= > .tg B

e h=c.senp

Diagonales del trapecio isosceles: Las diagonales del trapecio isdsceles son iguales di = do.
e Foérmulas para hallar la longitud de la diagonal d: de un trapecio isosceles:
o En funcion de los lados:

. di=vVcZ+ab
o Utilizando el teorema del coseno:
. di=+Va%+ c2-2.a.c.cos

. di=,b%2+ c2—2.b.c.cosf

o En funcién de la altura h y la mediana m:
. di=+vh? + m?2

o En funcién de la altura h y las bases a y b:

1
o di= E.\/ll-.hz + (a + b)?
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Area del trapecio isésceles:

Férmulas para hallar el area A de un trapecio isosceles:
o En funcion de los lados:

b
. A= a: .\/4.c2—(a—b)2

o En funcion de los lados y el angulo o:
e A= (b + c.cos x).c.sen «

e A = (a - c.cos x).c.sen «

o En funcién del radio r de la circunferencia inscrita y los angulos o y .
Aclaracion: Tener en cuenta que se puede inscribir una circunferencia en un trapecio isosceles cuando sus
lados laterales son iguales a su mediana (c = d = m).
4.r? 4.r?
. A= A=

sen < sen f3

o En funcién de la longitud de las bases y los angulos o« y :

ab a.b
. A = A -
sen « sen 3

o Formula para hallar el area de un trapecio isdsceles en el cual se puede inscribir una circunferencia. Siendo
r el radio de dicha circunferencia y m la mediana:
Aclaracion: Tener en cuenta que se puede inscribir una circunferencia en un trapecio isosceles cuando sus
lados laterales son iguales a su mediana (c = d = m).

e A= (a+b)r A=+Vab.c A=+vab.m
o En funcién de la longitud de la diagonal d: y los angulos vy y § entre ellas:
d,? d?
1 1
. =—.seny =—.send
2 2

o En funcién de la longitud de la mediana m, el lado lateral c = d y los angulos « y B:
e A =m.c.sen « A = m.c.sen f3

o En funcién de las bases ay b y la altura h:
a+b
° A - . h

Circunferencia circunscrita alrededor del trapecio isdsceles:
Aclaracion. Se puede solo circunscribir una circunferencia alrededor de un trapecio isosceles.
e Formula para hallar el valor del radio R de la circunferencia circunscrita alrededor de un trapecio isdsceles en
funcién de los lados y la diagonal d:

a.cdq

" 4/plp-alp-o.(p-dy

at+c+d;
2

Donde p =
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Poligonos Regulares
Fuente: http://es.onlinemschool.com/

Un poligono regular es aquel cuyos lados o angulos son todos congruentes (iguales) entre si.
Los poligonos regulares se diferencian por el nimero de lados y angulos.

Ejemplo: Hexagono Regular Referencias:

¥ angulos interiores son iguales).

":Cz , . .
) angulos exteriores son iguales).

c1 = Circunferencia inscrita en el poligono regular.

regular.

circunscrita.

valor del apotema del poligono).
R = radio de la circunferencia circunscrita.

a = lado del poligono regular (todos los lados son iguales)
o = angulo interior del poligono regular (todos los

B = angulo exterior del poligono regular (todos los

C, = Circunferencia circunscrita alrededor del poligono

O = Centro del poligono regular. Es también el centro de
la circunferencia inscrita y de la circunferencia

r = Radio de la circunferencia inscrita (coincide con el

Ap = Apotema del poligono regular (Coincide con el radio

r de la circunferencia inscrita).

Propiedades esenciales del poligono regular:
- Tiene todos los lados, todos los angulos interiores y todos los angulos exteriores iguales.

- El centro O del poligono regular también es el centro de la circunferencia inscrita y el centro de la circunferencia

circunscrita.
- La suma de todos los angulos interiores del poligono de n vértices es:

SAI = 180°. (n — 2)

- La suma de todos los angulos exteriores del poligono de n vértices es siempre 360°:

SAE = 360°
- El nimero de diagonales por vértice es: Diagonales por vértice = n— 3
. . n.(n-3)
- El nimero de diagonales totales es: Diagonales totales = —

- En cualquier poligono regular se puede inscribir una circunferencia y circunscribir una circunferencia. El area
del anillo formado entre las dos circunferencias se puede calcular conociendo solamente el valor del lado a del

poligono a través de la siguiente formula:
’ T
Area del anillo formado entre las circunferencias = Z . a2

Todas las bisectrices de los angulos interiores son iguales y pasan por el centro O del poligono regular.

Lado del poligono regular:

e Férmulas para hallar el valor del lado a de un poligono regular de n lados:
o En funcién del radio r de la circunferencia inscrita:
180°

n

. a=2r.tg a=2.r.tg§

o En funcidn del radio R de la circunferencia circunscrita:
180°

T
. a=2r.sen a=2.r.sen —
n
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Radio de la circunferencia inscrita en el poligono regular:

e Formulas para hallar el valor del radio r de la circunferencia inscrita en un poligono regular de n lados en funcién

del valor del lado a del poligono:

180°)
n

. r=a:(2.tg r=a: (Z.tg %)
Radio de la circunferencia circunscrita alrededor del poligono regular:

e Formulas para hallar el valor del radio R de la circunferencia circunscrita alrededor de un poligono regular de n

lados en funcién del valor del lado a del poligono:

. R= a:(Z.sen 1?100) R=a: (2.sen E)

Perimetro del poligono regular:
e Foérmula para hallar el valor del perimetro P de un poligono regular de n lados en funcion del valor del lado a:

e P=a.n

Area del poligono regular:
e Foérmulas para hallar el valor del area A de un poligono regular de n lados:
o En funcién del valor del lado a y del apotema Ap del poligono:
Perimetro. Ap _a.n. Ap

© A= 2 =2

(Aclaracion, el perimetro es igual a la longitud del lado a multiplicada por la cantidad de lados n).

o En funcién del valor del lado a del poligono:

[ | .

o En funcion del radio r de la circunferencia inscrita al poligono regular:

« A=nritg (1800)

n

o En funcion del radio R de la circunferencia circunscrita al poligono regular:

n.R2 360°
e A=——sen ( )
2 n

Angulo interior del poligono regular:
e Férmula para hallar el valor del angulo interior « de un poligono regular de n lados:
180°.(n-2
o = (n-2)
n
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Triangulo Equilatero

Referencias:
a = lado del triangulo equilatero (todos los lados son iguales)

o = angulo interior del tridngulo equilatero (todos los angulos
interiores son iguales, « = 60°).

B = angulo exterior del triangulo equilatero (todos los angulos
exteriores son iguales g = 120°).

h = Altura del tridngulo equilatero (las tres alturas son iguales)
c1 = Circunferencia inscrita en el triangulo equilatero.

C> = Circunferencia circunscrita alrededor del triangulo
equilatero.

O = Centro del triangulo equilatero. Es también el centro de la
circunferencia inscrita y de la circunferencia circunscrita.

r = Radio de la circunferencia inscrita.

R = radio de la circunferencia circunscrita.

Formulas del triangulo equilatero:

Férmula para hallar el valor del lado a del tridngulo equilatero en funcion del valor del radio r de la circunferencia
inscrita:
a=2r.\/3

Férmula para hallar el valor del lado a del triangulo equilatero en funcién del valor del radio R de la circunferencia
circunscrita:

a=R.\/3
Formula para hallar el valor de la altura h del triangulo equilatero en funcion de la longitud del lado a:
_av3
o2

Formula para hallar el valor del radio r de la circunferencia inscrita en el triangulo equilatero en funcién de la
longitud del lado a:

_av3

T 6

r

Férmula para hallar el valor del radio R de la circunferencia circunscrita alrededor del tridangulo equilatero en funcién
de la longitud del lado a:

a3
R=——

3

Férmula para hallar el area A del tridngulo equilatero en funcién de la longitud del lado a:
23
a“.v3
A=
4

Formula para hallar el area A del triangulo equilatero en funcion de la longitud del radio r de la circunferencia
inscrita:
A =r%3./3

Formula para hallar el area A del tridangulo equilatero en funcién de la longitud del radio R de la circunferencia
circunscrita:
R23.43

4

A=

Cada angulo interior del triangulo equildtero vale 60° y cada angulo exterior del tridngulo equilatero vale 120°.
o« =60°y B =120°
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Hexagono Regular

Referencias:
a = lado del hexagono regular (todos los lados son iguales)

o = angulo interior del hexagono regular (todos los angulos

interiores son iguales, « = 120°).
B = angulo exterior del hexagono regular (todos los angulos
exteriores son iguales g = 60°).

c1 = Circunferencia inscrita en el hexagono regular.

C. = Circunferencia circunscrita alrededor del hexagono
regular.

O = Centro del hexagono regular. Es también el centro de la

circunferencia inscrita y de la circunferencia circunscrita.

r = Radio de la circunferencia inscrita.

R = radio de la circunferencia circunscrita.

Formulas del hexagono regular:

Formula para hallar el valor del lado a del hexagono regular en funcion del valor del radio r de la circunferencia
inscrita:

243
==

a r

Férmula para hallar el valor del lado a del hexagono regular en funcién del valor del radio R de la circunferencia
circunscrita:
a=R

Férmula para hallar el valor del radio r de la circunferencia inscrita en el hexagono regular en funcion de la longitud
del lado a:

_ a3

T2

r

Férmula para hallar el valor del radio R de la circunferencia circunscrita alrededor del hexagono regular en funcién
de la longitud del lado a:
R=a

Formula para hallar el area A del hexagono regular en funcién de la longitud del lado a:

a%2.3.+3
2

A=

Férmula para hallar el area A del hexagono regular en funcion de la longitud del radio r de la circunferencia inscrita:
A=r32./3

Férmula para hallar el area A del hexagono regular en funcién de la longitud del radio R de la circunferencia
circunscrita:

_R2343

T2

A

Cada angulo interior del hexagono regular vale 120° y cada angulo exterior del hexagono regular vale 60°.
x =120°y B = 60°
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Octagono regular

Referencias:
a = lado del octégono regular (todos los lados son iguales)

o« = angulo interior del octdgono regular (todos los angulos
interiores son iguales, « = 135°).

B = angulo exterior del octdgono regular (todos los angulos
exteriores son iguales g = 45°).

c1 = Circunferencia inscrita en el octégono regular.

Cz = Circunferencia circunscrita alrededor del octégono regular.
O = Centro del octégono regular. Es también el centro de la
circunferencia inscrita y de la circunferencia circunscrita.

r = Radio de la circunferencia inscrita (coincide con la
apotema).

Ap = apotema del octégono regular (coincide con el radio de la
circunferencia inscrita).

R = radio de la circunferencia circunscrita.

Formulas del octégono regular:

Formula para hallar el valor del lado a del octégono regular en funcion del valor del radio r de la circunferencia
inscrita:

a=2r(vV2-1)

Férmula para hallar el valor del lado a del octégono regular en funcion del valor del radio R de la circunferencia

circunscrita:
a=R./2-2

Férmula para hallar el valor del radio r de la circunferencia inscrita en el octdgono regular en funcion de la longitud
del lado a:
= a(vVz+1)
- 2
Férmula para hallar el valor del radio R de la circunferencia circunscrita alrededor del octdgono regular en funcion
de la longitud del lado a:
a(v4+242)
RE———

Formula para hallar el area A del octdgono regular en funcion de la longitud del lado a:
A=2a%22(v2+ 1)

Férmula para hallar el area A del octégono regular en funcién de la longitud del radio r de la circunferencia inscrita:

A=r.8.(vV2- 1)

Férmula para hallar el area A del octégono regular en funcién de la longitud del radio R de la circunferencia
circunscrita:

A = R2.2.\/2

Cada angulo interior del octégono regular vale 135° y cada angulo exterior del octdgono regular vale 45°.
x = 135°y B = 45°
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Teorema de Varignon

En cualquier cuadrilatero, los puntos medios de los lados forman un paralelogramo cuya area es la mitad de
la del cuadrilatero original.

A

Siendo ABCD un cuadrilatero y E, F, G y H los puntos medios de sus lados, entonces el cuadrilatero EFGH es un
paralelogramo y se cumple:

) Area ABCD
Area EFGH = ——mm

Adicionalmente a tener un area igual a la mitad del cuadrilatero asociado, el paralelogramo de Varignon satisface otras
propiedades.
e Para todo cuadrilatero ABCD, los puntos medios de los lados son vértices de un paralelogramo cuyos lados son
paralelos a las diagonales de ABCD.
e El perimetro del paralelogramo de Varignon es igual a la suma de las longitudes de las diagonales del cuadrilatero.
e El paralelogramo de Varignon es un rombo si y sélo si las diagonales del cuadrilatero tienen la misma longitud.
e El paralelogramo de Varignon es un rectangulo si y solo si las diagonales del cuadrilatero son perpendiculares.
Como consecuencia:
e El paralelogramo de Varignon es un cuadrado si y sélo si las diagonales del cuadrilatero son perpendiculares y
tienen la misma longitud.

Triangulos

Un triangulo es un poligono de tres lados.

La notacion que se utiliza habitualmente es nombrar a sus
vértices con las letras mayUsculas A, B y C (pero pueden ser
otras, siempre que sean mayusculas) y a los lados opuestos a
estos vértices, con las respectivas mindsculas, tal como se
observa en la imagen.

Propiedades Basicas

- La suma de sus angulos interiores es 1800°.
a+ p+y=180°
- La suma de sus angulos exteriores es 3600°.

w+ 0+ £=360°

- Cada angulo exterior de un tridngulo es igual a la suma

de los dos angulos interiores no adyacentes a él.

w=B+y 0=a+y e=a+f

Desigualdad Triangular: En todo triangulo la suma de las longitudes de dos lados cualquiera es siempre mayor a
la longitud del lado restante:a + b >c;b+c>a y c+a>b.
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Clasificacion de Triangulos

Segln sus lados

Segln sus angulos

Equilatero
Tiene todos los
lados iguales vy
todos los angulos
iguales. O sea

Acutangulo
Tiene los tres angulos
agudos. O sea que los
tres angulos miden
menos de 900,

Tiene dos lados
iguales 'y dos
angulos iguales.

que cada angulo o < 90°
mide 600°. B < 90°
a=b=c Yy < 90°
a=gB=y=60°

Isosceles Rectangulo

Tiene un angulo recto.
O sea que un angulo
mide exactamente 90°
y los otros dos angulos

Todos sus lados
son diferentes y
sus angulos
también.
axb=c

b=c son agudos.
a=p o= 90°
= B < 90°
y < 90°
Escaleno Obtusangulo

Tiene un  angulo
obtuso, o sea que un
angulo mide mas de
900°.

a > 90°

a =B +y

B < 90° o y
y < 90°

Teorema de Pitagoras:

Triangulos Rectangulos

El Teorema de Pitagoras afirma que: “En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de

los cuadrados de los catetos”.

Hipotenusa
Cateto P

(Cy)

—

Cateto (C>)

H2 = C1? + C3?
Esta formula sirve para calcular el tercer lado de un tridngulo
rectangulo, sabiendo cuanto valen los otros dos.
La hipotenusa siempre es el lado mas largo del triangulo.
Los catetos son los dos lados que forman el angulo recto.

Formula despejada para hallar la hipotenusa o un cateto:

H=+vC? + C? C=vH? - C?

Ternas Pitagéricas: Una terna pitagdrica consiste en un trio de nimeros enteros en los que el cuadrado de
uno de ellos es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos. Aplicando el teorema de Pitagoras, también se
puede expresar como el conjunto de tres longitudes enteras en las que la mayor de ellas sea la longitud de la
hipotenusa de un triangulo rectangulo y las otras dos sean las longitudes de los catetos de dicho triangulo.

Algunas de las ternas pitagoricas mas basicas, dispuestas como una sucesion matematica, y la forma de llegar a ellas,
artiendo de un nimero entero impar (primera columna) o de un nimero par (segunda columna) son las siguientes:

n n’-1 n?+1
n,; ’
Impar 2 2

n

2n;n®—1:n%2+1
Par

3 (3;4;5)

5 (5;12; 13)
7 (7 ; 24; 25)
9 (9; 40; 41)
11 (11; 60; 61)
13 (13; 84; 85)

4 (8;15;17)

6 (12, 35; 37)

8 (16 ; 63; 65)
10 (20; 99; 101)
12 (24 ; 143; 145)
14 (28 ; 195; 197)
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Teorema del cateto: en todo tridngulo

rectangulo el cuadrado de un cateto es igual al
producto entre la hipotenusa y la proyeccion de
ese cateto sobre ella.
En la figura, m y n son, respectivamente, las a b
proyecciones de los catetos b y a sobre la
hipotenusa c. h
b2 = c.m
n m

2 —

a — C-n c

Teorema de la altura de un triangulo rectangulo

En cualquier triangulo rectangulo el cuadrado de la altura relativa a la hipotenusa es igual al producto de las proyecciones
ortogonales de los catetos sobre la hipotenusa:

h2 = m.n

De esta formula se desprende que: h = vm.n

. . b2 a2 b2 .32 b.a
Y si asociamos esto con el Teorema del cateto, se deduce: h = Vm.n = pation = 2 =—
C

b.a

Oseaque:h =—
C

Otra propiedad: El producto de los catetos es igual al producto de la hipotenusa por la altura correspondiente a

ella:
a.b=c.h
Otras relaciones importantes
El punto medio de la hipotenusa equidista de los tres
vértices de un triangulo rectangulo: a Punto medio de
a=b=c b la hipotenusa.
Triangulo medio equilatero Triangulo rectangulo | Triangulo rectangulo de angulos 15° y 75°
@ isosceles
2.X 45 ﬁ 4.x
X X V2.x (V6 —v2).x
[ ] 30° ] 15°
45°
V3.x (V6 +Z) X
X
P Teorema de Poncelet

En un triangulo rectangulo los catetos, la hipotenusa y los
radios de las circunferencias inscrita y circunscrita
cumplen las siguientes relaciones:

b+c=a+2r

-
S ="

b+c=2.(R+r)

siendo a la hipotenusa, b y c los catetos, r el radio de la
circunferencia inscrita y R el radio de la circunferencia
circunscrita.
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Rectas y puntos notables de un triangulo

Bisectrices

Las bisectrices de un tridngulo son las rectas que dividen
cada uno de sus angulos en otros dos iguales.

El incentro (I) de un tridngulo es el punto de interseccion
de las tres bisectrices.

El incentro es el centro de la circunferencia inscrita.

La bisectriz de A corta al lado BC.
La bisectriz de B corta al lado AC.
La bisectriz de C corta al lado AB.
Desde el incentro I, cualquiera de los segmentos IH, 1], IK

respectivamente perpendiculares a los lados AC, AB, BC
representan el radio r de la circunferencia inscrita en el
triangulo ABC.

Los puntos H, J y K son los puntos de tangencia a los lados
AC, AB y BC respectivamente.

Teorema de la bisectriz
Sea ABC un triangulo y D en BC tal que AD es bisectriz (interior o exterior) de BAC.
B

El teorema de la bisectriz dice que:

D AB DB
AC_ DC
O bien:
: AB _ AC
A BD DC

En otras palabras, la bisectriz de un angulo divide al lado opuesto del triangulo en segmentos proporcionales a los lados
adyacentes

Reciproco del teorema de la bisectriz:

AB DB
Sea ABC un triangulo y D un punto en BC que cumple aC = Do El (reciproco del) teorema de la bisectriz dice que D

es el pie de una de las bisectrices de BAC (es el pie de la bisectriz interior si esta en el segmento BC y de la exterior si
esta en la prolongacién).

Consecuencia util del teorema de la bisectriz: Si AD es la bisectriz interior de BAC entonces:

AB AC
BD = . BC y CD = . BC
AB+AC AC+AB

Teorema de la bisectriz de un angulo exterior del triangulo

Angulo  interior La bisectriz de un angulo exterior de un triangulo
suplementario del divide a la prolongacion del lado opuesto en dos

PN Bisectriz del angulo . .
exterior CBD segmentos, cuyas medidas son proporcionales a
\N\
~

exterior CBD B . .
los lados que forman el angulo interior
suplementario del angulo exterior.

R AE  CE
AB CB
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Mediatrices
Las mediatrices de un triangulo son las rectas perpendiculares
a cada uno de los lados que los cortan por sus puntos medios.
- Mas es la mediatriz del lado AB, es perpendicular a AB y pasa
por su punto medio.
- Mac es la mediatriz del lado AC, es perpendicular a ACy pasa
por su punto medio.
- Mg es la mediatriz del lado BC, es perpendicular a BC y pasa
por su punto medio.

El circuncentro (C) de un triangulo es el punto en el que se
cortan sus tres mediatrices.

El circuncentro es el centro de la circunferencia circunscrita
que es la circunferencia que pasa por los tres vértices del
triangulo.

CB = CD = CA = radio de la circunferencia circunscrita.

Medianas
Las medianas de un triangulo son los segmentos que unen los
vértices con los puntos medios de sus respectivos lados opuestos.

El baricentro (B) o centroide de un tridngulo es el punto en el
que se cortan las tres medianas.

Este punto divide a cada una de las medianas en la relacion 1:2,
0 sea:

AB = 2.BMcp
BMap = 2.BC
BMac = 2.BD

Alturas
Las alturas de un tridangulo son los segmentos que unen los vértices
con sus respectivos lados opuestos, o con sus prolongaciones, y son
perpendiculares a estos.
El ortocentro (0) de un triangulo es el punto en el que se cortan las
tres alturas.

Los puntos F, E, y D son los pies de las alturas de los lados AC, AB y
BC respectivamente.

En todo triangulo:

- Al menos una de las alturas se encuentra dentro del triangulo.

- La altura de mayor longitud es la correspondiente a la del lado
menor del tridngulo.

- La suma de las tres alturas de todo triangulo es menor que el D
perimetro de este.

Para cualquier triangulo, conociendo la longitud de los tres lados (a, b, c), se pueden calcular las longitudes de las

alturas ha, hs y h¢, aplicando las siguientes formulas:

ha= % Jp.(p—a).(p-b).(p-o© ho = %. Vp.(p-a).(p—b).(p - ©);
he = 2 \/p, (p—a).(p—b).(p—rc) donde p es el perimetro del triangulo: p=a+b+¢c

C.
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Circunferencia exinscrita

La circunferencia exinscrita a un triangulo es tangente a uno de los lados del triangulo y a las prolongaciones de los
otros dos lados. Al centro de la circunferencia exinscrita se le llama exincentro. Se pueden trazar tres circunferencias
exinscritas para cada triangulo.

e Una circunferencia exinscrita esta en el exterior de un triangulo, excepto el punto de tangencia que

pertenece, exactamente a uno de sus lados.

e Las bisectrices exteriores e interiores son perpendiculares entre si en los vértices del triangulo.

e A las circunferencias exinscritas y la circunferencia inscrita se les llama circunferencias tritangentes al
triangulo.

El exincentro es el centro de una circunferencia exinscrita; es la interseccion de las bisectrices de cualesquiera dos
de los tres angulos exteriores y la bisectriz interior del angulo opuesto del lado tangente. Todo triangulo posee tres
exincentros.
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Propiedades de las circunferencias exinscritas.

En el tridangulo ABC, w es la circunferencia
exinscrita relativa al lado BC.

T es el punto de tangencia con el lado BC.
P y Q son los puntos de tangencia con las
prolongaciones de los lados AB y AC
respectivamente.

Se cumple que:

BP = BT = X
CQ=CT=y

ABC es un tridngulo, w es la circunferencia AB+BC+CA
exinscrita relativa al lado BC. P y Q son los s = 5
puntos de tangencia de la circunferencia w
con las prolongaciones de los lados AB y AC
respectivamente.

s es el semiperimetro del triangulo ABC, o
AB+BC+CA
2

S€a. s =

Se cumple que:
AP=AQ=s

Demostracion:
- Perimetro (ABC) = AB + BC + AC A
- Perimetro (ABC) = AB + x + y + AC
- Perimetro (ABC)= AP + AP

- Perimetro (ABC) = 2.AP

- Semiperimetro (ABC) = s = AP

exradio

ABC es un triangulo, w y z son las
circunferencias exinscritas relativas a los
lados BC y AB respectivamente.

Q y F son los puntos de tangencia de las
circunferencias w y z con la prolongacion del
lado AC.

Se cumple que:
FA = CQ

Demostracion:

- FA + AC = Semiperimetro s.

- AC + CQ = Semiperimetro s.

- Entonces FA + AC = AC + CQ,

simplificando AC queda: FA = CQ.

ABC es un tridngulo, z es la circunferencia exinscrita
relativa al lado AB, m es la circunferencia inscrita.

F y P son los puntos de tangencia de la circunferencia
exinscrita z con el lado AB y con la prolongacion del lado
AC respectivamente.

E y G son los puntos de tangencia de la circunferencia
inscrita m con los lados AB y BC respectivamente.

Se cumple que:

EB=BG=y=PA=AF=x

® C
P XA

es igual a la medida de la hipotenusa.

La suma de las medidas de los radios de las circunferencias exinscritas relativas a los catetos de un triangulo rectangulo,
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Trigonometria
La trigonometria es la parte de la matematica que estudio las relaciones entre los lados y los angulos de los triangulos.

Triangulos rectangulos:
Dado un triangulo rectangulo (con un angulo de recto), llamamos hipotenusa al lado mas grande del triangulo y
catetos a los otros dos lados.

Dada el siguiente triangulo: A partir de estos datos surgen tres relaciones muy
e Si nos ubicamos sobre el angulo @, llamaremos importantes:
Cateto Opuesto al cateto A y Cateto Adyacente
Cateto Opuesto
al cateto B. Seno o = p

e Si nos ubicamos sobre el angulo [, llamaremos Hipotenusa

Cateto Opuesto al cateto B y Cateto Adyacente
al cateto A. Coseno o = Cateto Adyacente

B

Hipotenusa

Cateto Opuesto

Hipotenusa Tangente a =

Cateto Cateto Adyacente

A . . i -
Estas relaciones se abrevian mediante la siguiente

sigla:

SOH — CAH - TOA

Cateto B

Triangulos oblicuangulos:
Un triangulo oblicuangulo es aquel que no tiene ninglin angulo recto.

Dado un triangulo oblicudngulo como el de la figura:

Teorema del Seno Teorema del Coseno
a b c a?=Db%+c?-2.b.c.cos &
sen « sen B  seny b?=a%+ c¢?-2.a.c.cos B

c2=a’+b?-2.ab.cosy

Area de un triangulo
Diferentes formas de hallar el valor del area de un triangulo:
¢ A través del valor de los lados, de la altura y un angulo: A, By C: Vértices del triangulo.

B a, b y c: lados del triangulo
h altura relativa al lado AC=b
y angulo ACB.

1
1
1
i
i _bh
¥ “2
! (La dlasica formula, base por altura dividido
i dos)
A i b C b.asi
.a.sin
A= TY

(Ya gue la altura h = a. sin y).

La formula de Herén:

La formula de Herdn permite calcular el area de un triangulo conociendo las medidas de sus tres lados y sin usar
trigonometria. La siguiente expresion es la formula de Herdn para el area A de un tridngulo conociendo las medidas
a, b y c de sus lados:

b
A= \/S- (s—a).(s—b).(s—c) Dondes es el semiperimetro del tridngulo, es decir: § = a+2+c
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o Area del triangulo a través de la circunfelssrencia inscrita:

inradio

c
b

A, By C: Vértices del triangulo.

a, b y c: lados del triangulo

I: Incentro (punto de interseccion de las
bisectrices de los angulos interiores).

r: Inradio (radio de la circunferencia inscrita).

s: Semiperimetro (s = a+123+c)
A=s.r

o Areadel triangulo a través de la circunferencia exinscrita:

A b

A, By C: Vértices del triangulo.

a, b y c: lados del triangulo

Ea:  Exincentro. Es el centro de la
circunferencia exinscrita y el punto de
interseccion de dos de las bisectrices
exteriores y la bisectriz interior del angulo
opuesto la lado a, que es el lado tangente a
la circunferencia exinscrita).

r: Exradio (radio de la circunferencia
exinscrita).

a+b+C)

s: Semiperimetro (s =

A =ra(s—a)

e Area del tridangulo a través de la circunferencia
circunscrita: B

H

A, By C: Vértices del triangulo.

a, b y c: lados del triangulo.

h: Altura del tridngulo, correspondiente al lado
AC.

O: Es el centro de la circunferencia
circunscrita (punto de interseccion de las tres
mediatrices del triangulo ABC).
BAC=CBO=a

R: Radio de la circunferencia circunscrita.

a.b.c
4R

A=

A B E F

Si dos triangulos tienen la misma base, y el
tercer vértice de ambos estd en una misma
recta paralela a la base, entonces sus areas
son iguales, ya que sus alturas también seran
iguales.

Sis|t
Area(ABC) = Area(ABD)

Aparte, si AB = EF, entonces:
Area(ABC) = Area(ABD) = Area(EFG)
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Teorema de Ceva
Sea ABC un triangulo y D, E y F puntos en los lados BC, CA y AB respectivamente.
B

Entonces las rectas AD, BE y CF concurren si y solo si:

BD CE AF

DC "EA 'FB

Teorema de Menelao
Este teorema da una condicion que se cumple cuando tres puntos en los lados de un triangulo estan alineados.
Reciprocamente, (teniendo cuidado con dénde estan los puntos) permite probar que tres puntos estan alineados.

Sean ABC un triangulo y D, E, F puntos en BC, CA y AB respectivamente, tales que D, E y F estan alineados.

El teorema de Menelao dice que:

D BD CE AF

DC "EA 'FB

A

Reciproco del teorema de Menelao:
Sean ABC un triangulo y D, E, F puntos en BC, CA y AB respectivamente, de modo que dos de los puntos D, E, F estén
BD CE AF

en los lados y el restante en la prolongacion o que los tres puntos estan en las prolongaciones. Si se cumple DC "EA 'FB

= 1, entonces los puntos D, E y F estan alineados.

En caso de que los puntos estén en las
prolongaciones de los lados, un posible dibujo seria
como el que se muestra a la derecha:

Lema de Shmerkin
Sean ABC un triangulo y D, E, F puntos en los lados BC, CA
y AB respectivamente, tales que AD, BE y CF concurren en
un punto P. Entonces:

AP AE+ AF
PD EC FB

A
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Teorema de Tales
Dadas tres rectas paralelas (r1, r2 y r3) y dos rectas transversales (t y t'):

ry vyl 13

a/ \ a r, t y t': Rectas transversales.
/ \ ' Al cortar t y t’ a las rectas paralelas ry, 15 y I3,
b b I, quedan determinados, sobre aquellas rectas, varios
/ \ . segmentos:
< < I Sobre la recta t: segmentos %y%
. / \t’ Sobre la recta t': segmentos a’b’ y b'c’

Suele decirse que a’b’ es el segmento correspondiente de ab y, de manera similar, b’c’ es el segmento correspondiente
de bc.

El teorema de Tales afirma que, bajo las condiciones dadas en la figura anterior, los segmentos que estan sobre una
de las transversales son proporcionales a los segmentos correspondientes sobre la otra transversal, es decir:

r, I

@ ab

E blcl

El teorema de Tales en un triangulo
Dado un tridngulo ABC, si se traza un segmento paralelo, b’c’ a uno de los lados del tridngulo, se obtiene otro

triangulo AB’C’, cuyos lados son proporcionales a los del triangulo ABC.
A

AB _AC _ BC
B} C AB’ AC'  B'C’

Congruencia de figuras

Dos figuras son congruentes cuando tienen la misma forma, el mismo tamano y la misma superficie, es decir, si al
colocarlas una sobre la otra son coincidentes en toda su extension.

Criterios de congruencia de triangulos: b
e Criterio (LLL) (Tres lados congruentes): Si los c
tres lados de dos tridngulos son respectivamente

a
congruentes, los triangulos son congruentes.

e Criterio (LAL) (Dos lados y el angulo D
comprendido): Dos triangulos son congruentes si C
son respectivamente congruentes dos de sus lados y
el angulo comprendido entre ellos
A A
o Criterio (ALA) (lado y angulos adyacentes): Y]
Dos triangulos son congruentes si tienen
congruentes un lado y los angulos con vértice en los
extremos de dicho lado. A estos angulos los
llamaremos adyacentes al lado.

A
B C
CQ
A
3
C

o)
B

a
B
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e Criterio (LHM) (lado, alturay
mediana):
Dos triangulos seran congruentes si
tienen congruentes un lado y la altura y
la mediana correspondiente a ese lado.

b

Criterios de congruencia de cuadrilateros

Paralelogramos:

e Sidos paralelogramos tienen dos lados adyacentes de uno D C
congruentes a dos lados adyacentes del otro y el angulo
comprendido también congruente, son congruentes.

o
A B

e Sidos paralelogramos tienen dos lados adyacentes de uno D C

congruentes a dos lados adyacentes del otro y la diagonal

que une sus extremos, también congruente, entonces los

paralelogramos son congruentes.

A B

e Dos paralelogramos son congruentes si tienen un lado y las D C

dos semidiagonales unidas a los extremos de dicho lado

también congruentes. E

A B

Rombos:
e Dos rombos son congruentes si tienen un lado y una B

diagonal congruente.

Nota: Que tengan un lado congruente significa que los otros A C

tres también lo seran.

D

e Dos rombos son congruentes si tienen las dos semidiagonales B

perpendiculares también congruentes.

A C
D

Trapecios:
Si un trapecio tiene todos sus lados congruentes a los lados de otro trapecio y los que son paralelos en uno de ellos son
congruentes a los lados paralelos en el otro, entonces los trapecios son congruentes.
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Semejanza de figuras
Dos figuras son semejantes cuando todos sus angulos son congruentes y sus lados proporcionales.
Si dos figuras son semejantes, la constante de proporcionalidad de sus lados se llama razon de semejanza vy se
calcula como el cociente de las medidas de los lados correspondientes.

Criterios de semejanza de triangulos

Para determinar si dos triangulos son semejantes, no es necesario probar la proporcionalidad de los lados
correspondientes y la congruencia de los angulos correspondientes; existen criterios que permiten analizar si son

semejantes a partir de una cantidad minima de informacion.

Criterio 1 (LLL) Criterio 2 (AA)
Dos tridngulos son Dos tridngulos son semejantes si
semejantes si tienen los tres | dos angulos de uno son
lados respectivamente congruentes con dos angulos del
proporcionales. otro.
C
' C
cl
A A .
B A B
A '
B A B
A'C’  A'B’ B'C’
AC AB BC ¢
Cl
Cl'
Cll
A - B'
B ' '
A B" B

Criterio 3 (LAL)

Dos tridngulos son semejantes
si tienen dos lados
respectivamente proporcionales
y el angulo comprendido

congruente.
C

A’ B'

Algo mas sobre semejanza de triangulos

Si dos triangulos tienen la misma altura C

(ha = hp) y sus bases estan contenidas en
una misma recta, entonces la razon entre

sus areas es igual a la razén entre sus

bases: ho
Area (ABC) AB i
Area (DEF) DE L
A B D E
Como consecuencia de lo enunciado C
anteriormente, si dos tridangulos tienen un lado
contenido en una misma recta y comparten el
tercer vértice, entonces la razén entre sus areas
es igual a la razén entre sus bases:
Area (ABC) AB
Area (DEC) _ DE
A B D E
GESAG Apuntes OMA Profesor Walter Oscar Rosello Pagina 67



Si dos triangulos son semejantes, la razdn entre
las areas es igual al cuadrado de la razén entre

lados correspondientes:

Area(ABC) _ (AB )2_ (CA )2_ (CB )2
Area(DEF)  \DE/ ~ \FD/ = \FE
Dicho de otra forma, si D es la razon entre las

areas y d es la razdn entre los lados, entonces D
= d2.

Teorema de Pick

El teorema de Pick es una férmula que relaciona el area de

un poligono simple cuyos vértices tienen coordenadas

enteras (los poligonos reticulares) con el nimero de puntos

en su interior y en su borde (frontera) que tengan también
coordenadas enteras.

El teorema de Pick establece: Sea un poligono simple cuyos

vértices tienen coordenadas enteras. Si B es el nimero de

puntos enteros en el borde, I el nimero de puntos enteros

en el interior del poligono, entonces el area A del poligono

se puede calcular con la formula:

B
A=I+—--1.
2

F
D
T
—
T
//"
En este ejemplo: B =7 I=34

7
A=34+E_1=36’5

Distancia entre dos puntos o entre un punto y una recta

Distancia entre dos puntos en el plano: La distancia entre dos
puntos del plano, P1 = (X1, y1) Y P2 = (X2, y2), queda determinada
por:

d= \/(Xz - x1)%+ (y2 — y1)?

Ejemplo: Si P1 = (3, 5) y P2 = (4, 1), entonces la distancia entre P:
y P2 es:
d(P1,P2) = /(4 - 3)2+ (1-5)2 =12+ (—4)2 =1+ 16=+17

{

— —» P1=(3,5)

1> d(P:, P2) = V17

\

| AP, =(4,1)

Distancia entre dos puntos en el espacio: La distancia entre dos
puntos en el espacio, P1 = (X1, Y1, 21) y P2 = (X2, Y2, 23), queda
determinada por:

d= \/(Xz — x1)%+ (y2 — y)? + (22— z1)?

Ejemplo: P1 =(1,3,5)y P2 = (4, 4, 2), entonces la distancia entre
P1y P; es:

d(P1,P2) =(4— 12+ (4-3)2+ (2—-5)2 =./32+ 12+ (-3)2
d(P1,P2) = V9+ 1+9=+19

—»Pi=(1,3,5)

—» d(P1,P2) = V19

P~
.

P.=(4,4,2)

Distancia entre un punto y una recta: La distancia de un punto
a una recta es la longitud del segmento perpendicular a la recta,
trazado desde el punto. Dada una recta r de ecuacién r = Ax + By +
C = 0y un punto P de coordenadas P = (xo, Yo), la distancia entre r
y P se puede calcular mediante la siguiente formula:

[x0.A + yo.B + C|

VAZ+B2

d(P,r) =
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Rotohomotecia

Se llama rotohomotecia ¢ de centro O, angulo a y razén A a la combinacion de una rotacién de angulo a
con una con una homotecia de razén A, ambas transformaciones con el mismo centro O. El orden de
aplicacion es irrelevante: primero la homotecia y después la rotacién, o viceversa.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1:

A =

0

En este caso, partiendo del triangulo OAB, se aplicé una
rotohomotecia ¢p de centro O, dngulo a = 20° en
sentido antihorario y razén A = 2. De esta forma se
obtiene el triangulo OA’B’ y se cumple que:

OF _ON _AF_2-1 y BOB' =A0A'=20°

OB OA  AB

Ejemplo 2:

B’ =¢(B)

En este caso, partiendo del triangulo OAB, se aplicd una
rotohomotecia @ de centro O, angulo a = 70° en
sentido horario y razén A = 1,5. De esta forma se
obtiene el tridngulo OA’B’ y se cumple que:

OB’ _0A" _A'B' _ _ AR’ — AA A — 70
OB_OA_AB—1,5—7\ y BOB ' =A0A =70

Por definicidn, todos los tridngulos O,X, @(X) son semejantes entre si, por uno de los criterios de semejanza
de triangulos: todos tendran un angulo a en el vértice O y los lados adyacentes tendrdn cociente constante
A. Veamos esto ultimo, tomando como referencia el grafico del ejemplo 1:

Aqui hemos agregado los segmentos A'A y B'B y
vemos que los tridangulos O,A,@(A) y O,B,@(B) son
semejantes porque:

AOA'=BOB’ =q.

, oA’ _oB’
Por otra parte, como ya sabiamos que =—=
0A OB
iy 0B OB’
de esta relacion se desprende que —=—= 2
OA OA

Combinado estos hechos se tiene el siguiente:

B’ =¢(B)

Teorema (Dos semejanzas con el mismo centro) Si OBB’ y OAA’ son tridngulos semejantes, también son

semejantes OAB y OA’B’.
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Relacion entre las unidades de volumen y capacidad

El volumen es la cantidad de espacio que ocupa un cuerpo y capacidad es lo que cabe dentro de un
cuerpo. En general se llama capacidad de un recipiente a su volumen.

Capacidad
Volumen '

Una de las relaciones mas importantes entre las unidades de volumen y capacidad es la siguiente:

1dm3 = 1 litro.

Formulas de superficie y volumen de cuerpos geométricos
Cuerpos Redondos

Cuerpo Desarrollo Férmulas
Cilindro
) @ Sg= m.r?2
~—— S_,=2.m.r.h
" Sr=2.5s+St
Vol= m.rzh
Sp= m.r2
SL=1m.r.g
St=Sp+SL
n.r2. h
Vol = —3

Cono truncado

S Mayor = 1t . R?

>
Sg Menor = Tt . r?
Si.=n.R+71).8

9
St = S1. + S Mayor + Sg Menor
1
Vol=§.n.h.(R2+r2+R.r)
9
Esfera
Sr=4.1m.r?
Vol 4m. 13
ol =
3
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Prismas

Lado de la base

Cuerpo Desarrollo Férmulas
Prisma triangular
Lado de la base .h de la base
, Sg = :
I
: SL = Perimetro de labase. h
I
" St = 2.55 + St
/
AR
7 :\\\~> h de la base Vol=Sg.h

Prisma cuadrangular

X Lado

Sp = Lado . Lado

SL = Perimetro de labase . h
St=2.Ss+SL.
Vol=Sg.h

Sg = Base de la base . Altura de la base

I h S1. = Perimetro de labase. h
|
; _____ - —
/’ ,L»ﬁltura Str=2.Ss+SL
e e P ela
A base Vol=Ss.h
Base de la base
Prisma pentagonal
Perimetro de base. Apotema
I Sp =
l 2
h S1. = Perimetro de labase . h
|
LN Str=2Ss+ SL
/ Apotema Vol=Sz.h
¥ Lado
Prisma hexagonal
Perimetro de base. Apotema
! I Sg =
I I 2
: h S1. = Perimetro de labase. h
I
! Sr=2.58 + St
¥ |ado
Vol=Ss.h
Apotema
Cubo
i St=6.A2
I » A
J- Vol = A3
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Piramides

Cuerpo

Desarrollo

Férmulas

Piramide triangular

Perimetro de base. Apotema

Sg =
B 2
Ap Lateral
Py Perimetro de base. Ap Lateral
" 2
St=Ss+ SL
— | hdela
Ladok base Vol = Sg. h
base 3
Piramide cuadrangular
Sp = Lado . Lado
Ap. Perimetro de base. Ap Lateral
Lateral SL=
— :
St=Ss+ SL
Apot
potema Vol Sg. h
Lado ol= 3
Piramide pentagonal
Perimetro de base. Apotema
Sp =
2
Ap. Lateral S Perimetro de base. Ap Lateral
LT 2
St=Ss+ SL
Apotema
Sg. h
S—> lado Vol = 3
Piramide hexagonal
Perimetro de base. Apotema
Sp =
2
S Perimetro de base. Ap Lateral
L= 2
Str=Ss+SL
Sg. h
Vol =
3
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Polinomios
Factorizacion de polinomios
e Factor Comun: A veces sucede que en un polinomio P(x) la variable x figura en todos los términos. En este caso
€s muy conveniente extraer factor comun. También se puede extraer un nuimero que es factor de todos los
coeficientes. Después se divide cada término del polinomio por el factor comun.

Ejemplo: Q(x) = 2x* — 6x° + 4x? en este caso se repite la variable x y todos los coeficientes son multiplos de 2, o
sea que 2 es factor de todos los coeficientes. Por lo tanto, podemos extraer 2x? y nos queda:
Q(x) = 2x%.(x%2 - 3x + 2).

e Trinomio Cuadrado Perfecto: Para que un polinomio sea un trinomio cuadrado perfecto, es necesario que sea
de grado par y que tenga la misma estructura que el trinomio a2 + 2.a.b + b2 = (a + b)%
Ejemplo: P(x) = 9x% + 30x + 25 = (3x + 5)2.

o Diferencia de cuadrados: Para factorizar un polinomio por este método, el polinomio debe tener sélo dos
términos, y cada uno de ellos debe ser el cuadrado de algin ndmero o variable. Ademas, los dos términos deben
estar separados por el "signo menos". De forma general se puede escribir: a2 — b2 = (a + b).(a — b).

Ejemplo: P(x) =x2-4 = (x+ 2).(x- 2)

Ecuaciones de segundo grado con una incognita o cuadraticas
Las ecuaciones de segundo grado o cuadraticas son aquellas en las que la variable esta elevada al cuadrado.
De manera general podemos decir que una ecuacion cuadratica es del tipo:
ax2+bx+c=0
y se puede resolver utilizando la formula de Bhaskara, mas conocida como la formula de la resolvente o formula de
la cuadrética:

—b+vb2-4.a.c
X1,2 =
2.a

Tipos de solucidon de una ecuacion cuadratica:
Analisis Del Determinante: A = b2 —-4.a.c
e A > 0 En este caso, tendremos dos soluciones

—-b+VvbZ2—-4.a.c —b—-vb2—-4.a.c
X =————— y X=—T"T-—"7—"—
2.a 2.a

e A =0 En este caso, las dos soluciones dadas por la formula cuadratica coinciden, y diremos que tenemos una
solucion doble; o también, dos soluciones repetidas.
Ei:x*+4x+4=0

e A < 0 En este caso, no hay soluciones, pues la expresion dentro del radical contiene una expresion negativa.
Ej: x2+4x+5=0

Propiedades de las raices de una ecuacion cuadratica
Si x1 y X2 son las raices de una ecuacion cuadratica de la forma ax? + bx + ¢ = 0, entonces:

b c
° X1+X2:_Z y X1.X2=;
Ejemplo: La ecuacion cuadratica 3x? + 6x — 45 = 0, tiene como soluciones o raices x1 = 3 y x2 = -5. Entonces:
b 6
. X1+Xz=3+(—5)=—2queesigua|a—;= —52—2.
. c __—45
e Xi1.X2=3.(-5)= —15queeS|guaIaE=T:—15.

Particularmente, sia=1,x1+x2=-b y xa.x2=¢
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El principio del palomar

El principio del palomar dice lo siguiente: si hay mds palomas que palomares, alguno de los palomares
deberd contener por lo menos dos palomas.

Este es un principio muy sencillo de formular y que no necesita demostrarse de lo obvio que es. A pesar de
su sencillez, el principio del palomar es al mismo tiempo una herramienta muy potente.

Ejemplo 1: En cualquier teatro con capacidad para 750 personas o mds y que esté lleno, existen dos personas
del publico tales que su primera y su ultima letra son iguales (como, por ejemplo, Mariano y Martino, o
Solange y Salomé).

El teatro tendra por ejemplo, 800 personas, que van a ser nuestras palomas, mientras que los pares formados
por la primera y ultima letra de un nombre (en los ejemplos anteriores (m,0), de Mariano y Martino, y (s,e),
de Solange y Salomé), nuestros palomares. Puesto que hay 27 letras en el alfabeto, entonces hay 27 x 27 =
729 pares de letras posibles, desde la (a,a) hasta la (z,z). Como hay mas palomas (personas) que palomares
(pares de letras), entonces al menos dos personas deberdn compartir la primera y la ultima letra de su
nombre.

Ejemplo 2: Dados 5 puntos cualesquiera dentro de un tridngulo equildtero de
lado 2, al menos dos de ellos estdn a una distancia, el uno del otro, menor
que 1.

Estd claro que por estar dentro de un tridngulo equilatero de lado 2,
cualesquiera dos puntos, de los cinco que hemos elegido, estan a una distancia
menor que 2, pero ¢podemos afirmar que siempre habra dos de ellos que
estén a una distancia menor que 1?

Para aplicar el principio del palomar se consideran los puntos medios de los
lados del triangulo y se unen con segmentos, lo cual divide al tridngulo en cuatro triangulitos equilateros
de lado 1. Como son cuatro tridngulos de lado 1 (que seran nuestros palomares) y cinco puntos (que seran
nuestras palomas), entonces habra dos puntos en el mismo triangulo equiladtero de lado 1, y esos dos estan
a una distancia menor que 1.

Ejemplo 3: Consideremos un conjunto arbitrario de 12 numeros, entonces existen al menos dos cuya
diferencia es divisible por 11.

¢Como utilizar el principio para demostrar este resultado? Cuando dividimos un ndmero cualquiera entre
otro, en este caso nos interesa dividir por 11, entonces obtenemos el divisor y el resto. Asi, si dividimos el
numero 357 entre 11 nos da 32 (el dividendo), pero nos sobran 5 (que es el resto).

Por lo tanto, 357 = 11 x 32 + 5. Se dice que 357 es congruente con 5, mddulo 11, y se expresa 357 = 5 (mod
11).

Para aplicar el principio del palomar, vamos a distribuir nuestras palomas (que seran los 12 nimeros
arbitrarios que se han tomado) en los siguientes palomares...

P1 = conjunto de numeros tales que al dividir por 11 queda de resto 0 (los nimeros congruentes con 0,
moddulo 11),

P2 = conjunto de niumeros tales que al dividir por 11 queda de resto 1 (los niUmeros congruentes con 1,
maodulo 46),

P11 = conjunto de nimeros tales que al dividir por 11 queda de resto 10 (los nimeros congruentes con 10,
maodulo 11).

En consecuencia, habra por lo menos dos palomas, es decir, dos nimeros del conjunto de 12 que habiamos
elegido arbitrariamente, compartiendo palomar, es decir, que tienen el mismo resto al dividir por 11.

Esos dos nimeros se podran escribir, como antes hemos hecho con el nimero 357, de la forma, 357 = 11 x
32 + 5, con distintos divisores, pero el mismo resto. Al restar ambos nimeros, como los dos tienen el mismo
resto, el resultado quedara multiplo de 11, y se concluye el resultado.
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Ejemplo 4: En una fiesta cualquiera hay por lo menos dos personas con el mismo numero de amigos.
Supongamos que, a una fiesta, o reunién de cualquier tipo, han asistido n personas, bueno para que no
parezca tan abstracto, pensemos que han sido 32 personas. Podriamos distinguir dos casos:

A. Si todas las personas de la reunién tienen al menos un amigo, cada una de esas 32 personas (que van a
ser ahora nuestras palomas) pueden tener entre 1, ya que todas tienen al menos un amigo, y 31 amigos, ya
que suponemos que “cada persona no es amiga de si misma” (las cantidades de amigos son ahora los
palomares), entonces aplicando el principio del palomar existen dos personas con el mismo nimero de
amigos.

B. Pero si hubiese algunas personas en la fiesta que no tienen ningin amigo, razonaremos como antes,
aungue sin tener en cuenta a las personas “solitarias”. Por ejemplo, si de las 32 que estan en la fiesta, 7 no
tienen amigos, se hace el razonamiento anterior con las 25 personas restantes, que ahora pueden tener
entre 1y 24 amigos.
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ANEXO

Primeros Niumeros Primos Desde 2 hasta 51157 (Hoja 1 - Desde 2 hasta 7919)

23 5 7 11 13 17 19 23 | 2381 2383 2389 2393 2399 2411 | 5059 5077 5081 5087 5099 5101
29 3137 41 43 47 53 59 2417 2423 2437 2441 2447 2459 | 5107 5113 5119 5147 5153 5167
61 67 71 73 79 83 89 97 101 2467 2473 2477 2503 2521 2531 | 5171 5179 5189 5197 5209 5227
103 107 109 113 127 131 137 2539 2543 2549 2551 2557 2579 | 5231 5233 5237 5261 5273 5279
139 149 151 157 163 167 173 2591 2593 2609 2617 2621 2633 | 5281 5297 5303 5309 5323 5333
179 181 191 193 197 199 211 2647 2657 2659 2663 2671 2677 | 5347 5351 5381 5387 5393 5399
223 227 229 233 239 241 251 2683 2687 2689 2693 2699 2707 | 5407 5413 5417 5419 5431 5437
257 263 269 271 277 281 283 2711 2713 2719 2729 2731 2741 | 5441 5443 5449 5471 5477 5479
293 307 311 313 317 331 337 2749 2753 2767 2777 2789 2791 | 5483 5501 5503 5507 5519 5521
347 349 353 359 367 373 379 2797 2801 2803 2819 2833 2837 | 5527 5531 5557 5563 5569 5573
383 389 397 401 409 419 421 2843 2851 2857 2861 2879 2887 | 5581 5591 5623 5639 5641 5647
431 433 439 443 449 457 461 2897 2903 2909 2917 2927 2939 | 5651 5653 5657 5659 5669 5683
463 467 479 487 491 499 503 2953 2957 2963 2969 2971 2999 | 5689 5693 5701 5711 5717 5737
509 521 523 541 547 557 563 3001 3011 3019 3023 3037 3041 | 5741 5743 5749 5779 5783 5791
569 571 577 587 593 599 601 3049 3061 3067 3079 3083 3089 | 5801 5807 5813 5821 5827 5839
607 613 617 619 631 641 643 3109 3119 3121 3137 3163 3167 | 5843 5849 5851 5857 5861 5867
647 653 659 661 673 677 683 3169 3181 3187 3191 3203 3209 | 5869 5879 5881 5897 5903 5923
691 701 709 719 727 733 739 3217 3221 3229 3251 3253 3257 | 5927 5939 5953 5981 5987 6007
743 751 757 761 769 773 787 3259 3271 3299 3301 3307 3313 | 6011 6029 6037 6043 6047 6053
797 809 811 821 823 827 829 3319 3323 3329 3331 3343 3347 | 6067 6073 6079 6089 6091 6101
839 853 857 859 863 877 881 3359 3361 3371 3373 3389 3391 | 6113 6121 6131 6133 6143 6151
883 887 907 911 919 929 937 3407 3413 3433 3449 3457 3461 | 6163 6173 6197 6199 6203 6211
941 947 953 967 971 977 983 3463 3467 3469 3491 3499 3511 | 6217 6221 6229 6247 6257 6263
991 997 1009 1013 1019 1021 3517 3527 3529 3533 3539 3541 | 6269 6271 6277 6287 6299 6301
1031 1033 1039 1049 1051 1061 | 3547 3557 3559 3571 3581 3583 | 6311 6317 6323 6329 6337 6343
1063 1069 1087 1091 1093 1097 | 3593 3607 3613 3617 3623 3631 | 6353 6359 6361 6367 6373 6379
1103 1109 1117 1123 1129 1151 | 3637 3643 3659 3671 3673 3677 | 6389 6397 6421 6427 6449 6451
1153 1163 1171 1181 1187 1193 | 3691 3697 3701 3709 3719 3727 | 6469 6473 6481 6491 6521 6529
1201 1213 1217 1223 1229 1231 | 3733 3739 3761 3767 3769 3779 | 6547 6551 6553 6563 6569 6571
1237 1249 1259 1277 1279 1283 | 3793 3797 3803 3821 3823 3833 | 6577 6581 6599 6607 6619 6637
1289 1291 1297 1301 1303 1307 | 3847 3851 3853 3863 3877 3881 | 6653 6659 6661 6673 6679 6689
1319 1321 1327 1361 1367 1373 | 3889 3907 3911 3917 3919 3923 | 6691 6701 6703 6709 6719 6733
1381 1399 1409 1423 1427 1429 | 3929 3931 3943 3947 3967 3989 | 6737 6761 6763 6779 6781 6791
1433 1439 1447 1451 1453 1459 | 4001 4003 4007 4013 4019 4021 | 6793 6803 6823 6827 6829 6833
1471 1481 1483 1487 1489 1493 | 4027 4049 4051 4057 4073 4079 | 6841 6857 6863 6869 6871 6883
1499 1511 1523 1531 1543 1549 | 4091 4093 4099 4111 4127 4129 | 6899 6907 6911 6917 6947 6949
1553 1559 1567 1571 1579 1583 | 4133 4139 4153 4157 4159 4177 | 6959 6961 6967 6971 6977 6983
1597 1601 1607 1609 1613 1619 | 4201 4211 4217 4219 4229 4231 | 6991 6997 7001 7013 7019 7027
1621 1627 1637 1657 1663 1667 | 4241 4243 4253 4259 4261 4271 | 7039 7043 7057 7069 7079 7103
1669 1693 1697 1699 1709 1721 | 4273 4283 4289 4297 4327 4337 | 7109 7121 7127 7129 7151 7159
1723 1733 1741 1747 1753 1759 | 4339 4349 4357 4363 4373 4391 | 7177 7187 7193 7207 7211 7213
1777 1783 1787 1789 1801 1811 | 4397 4409 4421 4423 4441 4447 | 7219 7229 7237 7243 7247 7253
1823 1831 1847 1861 1867 1871 | 4451 4457 4463 4481 4483 4493 | 7283 7297 7307 7309 7321 7331
1873 1877 1879 1889 1901 1907 | 4507 4513 4517 4519 4523 4547 | 7333 7349 7351 7369 7393 7411
1913 1931 1933 1949 1951 1973 | 4549 4561 4567 4583 4591 4597 | 7417 7433 7451 7457 7459 7477
1979 1987 1993 1997 1999 2003 | 4603 4621 4637 4639 4643 4649 | 7481 7487 7489 7499 7507 7517
2011 2017 2027 2029 2039 2053 | 4651 4657 4663 4673 4679 4691 | 7523 7529 7537 7541 7547 7549
2063 2069 2081 2083 2087 2089 | 4703 4721 4723 4729 4733 4751 | 7559 7561 7573 7577 7583 7589
2099 2111 2113 2129 2131 2137 | 4759 4783 4787 4789 4793 4799 | 7591 7603 7607 7621 7639 7643
2141 2143 2153 2161 2179 2203 | 4801 4813 4817 4831 4861 4871 | 7649 7669 7673 7681 7687 7691
2207 2213 2221 2237 2239 2243 | 4877 4889 4903 4909 4919 4931 | 7699 7703 7717 7723 7727 7741
2251 2267 2269 2273 2281 2287 | 4933 4937 4943 4951 4957 4967 | 7753 7757 7759 7789 7793 7817
2293 2297 2309 2311 2333 2339 | 4969 4973 4987 4993 4999 5003 | 7823 7829 7841 7853 7867 7873
2341 2347 2351 2357 2371 2377 | 5009 5011 5021 5023 5039 5051 | 7877 7879 7883 7901 7907 7919
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Numeros Primos (Hoja 2 - Desde 7927 hasta 16139)

7927 7933 7937 7949 7951 7963 10853 10859 10861 10867 10883 | 13487 13499 13513 13523 13537
7993 8009 8011 8017 8039 8053 10889 10891 10903 10909 10937 | 13553 13567 13577 13591 13597
8059 8069 8081 8087 8089 8093 10939 10949 10957 10973 10979 | 13613 13619 13627 13633 13649
8101 8111 8117 8123 8147 8161 10987 10993 11003 11027 11047 | 13669 13679 13681 13687 13691
8167 8171 8179 8191 8209 8219 11057 11059 11069 11071 11083 | 13693 13697 13709 13711 13721
8221 8231 8233 8237 8243 8263 11087 11093 11113 11117 11119 | 13723 13729 13751 13757 13759
8269 8273 8287 8291 8293 8297 11131 11149 11159 11161 11171 | 13763 13781 13789 13799 13807
8311 8317 8329 8353 8363 8369 11173 11177 11197 11213 11239 | 13829 13831 13841 13859 13873
8377 8387 8389 8419 8423 8429 11243 11251 11257 11261 11273 | 13877 13879 13883 13901 13903
8431 8443 8447 8461 8467 8501 11279 11287 11299 11311 11317 | 13907 13913 13921 13931 13933
8513 8521 8527 8537 8539 8543 11321 11329 11351 11353 11369 | 13963 13967 13997 13999 14009
8563 8573 8581 8597 8599 8609 11383 11393 11399 11411 11423 | 14011 14029 14033 14051 14057
8623 8627 8629 8641 8647 8663 11437 11443 11447 11467 11471 | 14071 14081 14083 14087 14107
8669 8677 8681 8689 8693 8699 11483 11489 11491 11497 11503 | 14143 14149 14153 14159 14173
8707 8713 8719 8731 8737 8741 11519 11527 11549 11551 11579 | 14177 14197 14207 14221 14243
8747 8753 8761 8779 8783 8803 11587 11593 11597 11617 11621 | 14249 14251 14281 14293 14303
8807 8819 8821 8831 8837 8839 11633 11657 11677 11681 11689 | 14321 14323 14327 14341 14347
8849 8861 8863 8867 8887 8893 11699 11701 11717 11719 11731 | 14369 14387 14389 14401 14407
8923 8929 8933 8941 8951 8963 11743 11777 11779 11783 11789 | 14411 14419 14423 14431 14437
8969 8971 8999 9001 9007 9011 11801 11807 11813 11821 11827 | 14447 14449 14461 14479 14489
9013 9029 9041 9043 9049 9059 11831 11833 11839 11863 11867 | 14503 14519 14533 14537 14543
9067 9091 9103 9109 9127 9133 11887 11897 11903 11909 11923 | 14549 14551 14557 14561 14563
9137 9151 9157 9161 9173 9181 11927 11933 11939 11941 11953 | 14591 14593 14621 14627 14629
9187 9199 9203 9209 9221 9227 11959 11969 11971 11981 11987 | 14633 14639 14653 14657 14669
9239 9241 9257 9277 9281 9283 12007 12011 12037 12041 12043 | 14683 14699 14713 14717 14723
9293 9311 9319 9323 9337 9341 12049 12071 12073 12097 12101 | 14731 14737 14741 14747 14753
9343 9349 9371 9377 9391 9397 12107 12109 12113 12119 12143 | 14759 14767 14771 14779 14783
9403 9413 9419 9421 9431 9433 12149 12157 12161 12163 12197 | 14797 14813 14821 14827 14831
9437 9439 9461 9463 9467 9473 12203 12211 12227 12239 12241 | 14843 14851 14867 14869 14879
9479 9491 9497 9511 9521 9533 12251 12253 12263 12269 12277 | 14887 14891 14897 14923 14929
9539 9547 9551 9587 9601 9613 12281 12289 12301 12323 12329 | 14939 14947 14951 14957 14969
9619 9623 9629 9631 9643 9649 12343 12347 12373 12377 12379 | 14983 15013 15017 15031 15053
9661 9677 9679 9689 9697 9719 12391 12401 12409 12413 12421 | 15061 15073 15077 15083 15091
9721 9733 9739 9743 9749 9767 12433 12437 12451 12457 12473 | 15101 15107 15121 15131 15137
9769 9781 9787 9791 9803 9811 12479 12487 12491 12497 12503 | 15139 15149 15161 15173 15187
9817 9829 9833 9839 9851 9857 12511 12517 12527 12539 12541 | 15193 15199 15217 15227 15233
9859 9871 9883 9887 9901 9907 12547 12553 12569 12577 12583 | 15241 15259 15263 15269 15271
9923 9929 9931 9941 9949 9967 12589 12601 12611 12613 12619 | 15277 15287 15289 15299 15307
9973 10007 10009 10037 10039 12637 12641 12647 12653 12659 | 15313 15319 15329 15331 15349
10061 10067 10069 10079 10091 12671 12689 12697 12703 12713 | 15359 15361 15373 15377 15383
10093 10099 10103 10111 10133 12721 12739 12743 12757 12763 | 15391 15401 15413 15427 15439
10139 10141 10151 10159 10163 12781 12791 12799 12809 12821 | 15443 15451 15461 15467 15473
10169 10177 10181 10193 10211 12823 12829 12841 12853 12889 | 15493 15497 15511 15527 15541
10223 10243 10247 10253 10259 | 12893 12899 12907 12911 12917 | 15551 15559 15569 15581 15583
10267 10271 10273 10289 10301 12919 12923 12941 12953 12959 | 15601 15607 15619 15629 15641
10303 10313 10321 10331 10333 12967 12973 12979 12983 13001 | 15643 15647 15649 15661 15667
10337 10343 10357 10369 10391 13003 13007 13009 13033 13037 | 15671 15679 15683 15727 15731
10399 10427 10429 10433 10453 13043 13049 13063 13093 13099 | 15733 15737 15739 15749 15761
10457 10459 10463 10477 10487 13103 13109 13121 13127 13147 | 15767 15773 15787 15791 15797
10499 10501 10513 10529 10531 13151 13159 13163 13171 13177 | 15803 15809 15817 15823 15859
10559 10567 10589 10597 10601 13183 13187 13217 13219 13229 | 15877 15881 15887 15889 15901
10607 10613 10627 10631 10639 | 13241 13249 13259 13267 13291 | 15907 15913 15919 15923 15937
10651 10657 10663 10667 10687 13297 13309 13313 13327 13331 | 15959 15971 15973 15991 16001
10691 10709 10711 10723 10729 | 13337 13339 13367 13381 13397 | 16007 16033 16057 16061 16063
10733 10739 10753 10771 10781 13399 13411 13417 13421 13441 | 16067 16069 16073 16087 16091
10789 10799 10831 10837 10847 13451 13457 13463 13469 13477 | 16097 16103 16111 16127 16139
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NUmeros Primos (Hoja 3 - Desde 16141 hasta 24499)

16141 16183 16187 16189 16193 19001 19009 19013 19031 19037 | 21739 21751 21757 21767 21773
16217 16223 16229 16231 16249 | 19051 19069 19073 19079 19081 | 21787 21799 21803 21817 21821
16253 16267 16273 16301 16319 | 19087 19121 19139 19141 19157 | 21839 21841 21851 21859 21863
16333 16339 16349 16361 16363 19163 19181 19183 19207 19211 | 21871 21881 21893 21911 21929
16369 16381 16411 16417 16421 19213 19219 19231 19237 19249 | 21937 21943 21961 21977 21991
16427 16433 16447 16451 16453 19259 19267 19273 19289 19301 | 21997 22003 22013 22027 22031
16477 16481 16487 16493 16519 | 19309 19319 19333 19373 19379 | 22037 22039 22051 22063 22067
16529 16547 16553 16561 16567 19381 19387 19391 19403 19417 | 22073 22079 22091 22093 22109
16573 16603 16607 16619 16631 19421 19423 19427 19429 19433 | 22111 22123 22129 22133 22147
16633 16649 16651 16657 16661 19441 19447 19457 19463 19469 | 22153 22157 22159 22171 22189
16673 16691 16693 16699 16703 19471 19477 19483 19489 19501 | 22193 22229 22247 22259 22271
16729 16741 16747 16759 16763 19507 19531 19541 19543 19553 | 22273 22277 22279 22283 22291
16787 16811 16823 16829 16831 19559 19571 19577 19583 19597 | 22303 22307 22343 22349 22367
16843 16871 16879 16883 16889 19603 19609 19661 19681 19687 | 22369 22381 22391 22397 22409
16901 16903 16921 16927 16931 19697 19699 19709 19717 19727 | 22433 22441 22447 22453 22469
16937 16943 16963 16979 16981 19739 19751 19753 19759 19763 | 22481 22483 22501 22511 22531
16987 16993 17011 17021 17027 19777 19793 19801 19813 19819 | 22541 22543 22549 22567 22571
17029 17033 17041 17047 17053 19841 19843 19853 19861 19867 | 22573 22613 22619 22621 22637
17077 17093 17099 17107 17117 19889 19891 19913 19919 19927 | 22639 22643 22651 22669 22679
17123 17137 17159 17167 17183 19937 19949 19961 19963 19973 | 22691 22697 22699 22709 22717
17189 17191 17203 17207 17209 19979 19991 19993 19997 20011 | 22721 22727 22739 22741 22751
17231 17239 17257 17291 17293 | 20021 20023 20029 20047 20051 | 22769 22777 22783 22787 22807
17299 17317 17321 17327 17333 | 20063 20071 20089 20101 20107 | 22811 22817 22853 22859 22861
17341 17351 17359 17377 17383 | 20113 20117 20123 20129 20143 | 22871 22877 22901 22907 22921
17387 17389 17393 17401 17417 | 20147 20149 20161 20173 20177 | 22937 22943 22961 22963 22973
17419 17431 17443 17449 17467 | 20183 20201 20219 20231 20233 | 22993 23003 23011 23017 23021
17471 17477 17483 17489 17491 20249 20261 20269 20287 20297 | 23027 23029 23039 23041 23053
17497 17509 17519 17539 17551 20323 20327 20333 20341 20347 | 23057 23059 23063 23071 23081
17569 17573 17579 17581 17597 | 20353 20357 20359 20369 20389 | 23087 23099 23117 23131 23143
17599 17609 17623 17627 17657 | 20393 20399 20407 20411 20431 | 23159 23167 23173 23189 23197
17659 17669 17681 17683 17707 | 20441 20443 20477 20479 20483 | 23201 23203 23209 23227 23251
17713 17729 17737 17747 17749 | 20507 20509 20521 20533 20543 | 23269 23279 23291 23293 23297
17761 17783 17789 17791 17807 | 20549 20551 20563 20593 20599 | 23311 23321 23327 23333 23339
17827 17837 17839 17851 17863 | 20611 20627 20639 20641 20663 | 23357 23369 23371 23399 23417
17881 17891 17903 17909 17911 20681 20693 20707 20717 20719 | 23431 23447 23459 23473 23497
17921 17923 17929 17939 17957 | 20731 20743 20747 20749 20753 | 23509 23531 23537 23539 23549
17959 17971 17977 17981 17987 | 20759 20771 20773 20789 20807 | 23557 23561 23563 23567 23581
17989 18013 18041 18043 18047 | 20809 20849 20857 20873 20879 | 23593 23599 23603 23609 23623
18049 18059 18061 18077 18089 | 20887 20897 20899 20903 20921 | 23627 23629 23633 23663 23669
18097 18119 18121 18127 18131 | 20929 20939 20947 20959 20963 | 23671 23677 23687 23689 23719
18133 18143 18149 18169 18181 | 20981 20983 21001 21011 21013 | 23741 23743 23747 23753 23761
18191 18199 18211 18217 18223 | 21017 21019 21023 21031 21059 | 23767 23773 23789 23801 23813
18229 18233 18251 18253 18257 | 21061 21067 21089 21101 21107 | 23819 23827 23831 23833 23857
18269 18287 18289 18301 18307 | 21121 21139 21143 21149 21157 | 23869 23873 23879 23887 23893
18311 18313 18329 18341 18353 21163 21169 21179 21187 21191 | 23899 23909 23911 23917 23929
18367 18371 18379 18397 18401 21193 21211 21221 21227 21247 | 23957 23971 23977 23981 23993
18413 18427 18433 18439 18443 | 21269 21277 21283 21313 21317 | 24001 24007 24019 24023 24029
18451 18457 18461 18481 18493 | 21319 21323 21341 21347 21377 | 24043 24049 24061 24071 24077
18503 18517 18521 18523 18539 | 21379 21383 21391 21397 21401 | 24083 24091 24097 24103 24107
18541 18553 18583 18587 18593 21407 21419 21433 21467 21481 | 24109 24113 24121 24133 24137
18617 18637 18661 18671 18679 21487 21491 21493 21499 21503 | 24151 24169 24179 24181 24197
18691 18701 18713 18719 18731 21517 21521 21523 21529 21557 | 24203 24223 24229 24239 24247
18743 18749 18757 18773 18787 21559 21563 21569 21577 21587 | 24251 24281 24317 24329 24337
18793 18797 18803 18839 18859 | 21589 21599 21601 21611 21613 | 24359 24371 24373 24379 24391
18869 18899 18911 18913 18917 | 21617 21647 21649 21661 21673 | 24407 24413 24419 24421 24439
18919 18947 18959 18973 18979 21683 21701 21713 21727 21737 | 24443 24469 24473 24481 24499
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NUmeros Primos (Hoja 4 - Desde 24509 hasta 33179)

24509 24517 24527 24533 24547 27437 27449 27457 27479 27481 | 30323 30341 30347 30367 30389
24551 24571 24593 24611 24623 | 27487 27509 27527 27529 27539 | 30391 30403 30427 30431 30449
24631 24659 24671 24677 24683 | 27541 27551 27581 27583 27611 | 30467 30469 30491 30493 30497
24691 24697 24709 24733 24749 | 27617 27631 27647 27653 27673 | 30509 30517 30529 30539 30553
24763 24767 24781 24793 24799 27689 27691 27697 27701 27733 | 30557 30559

24809 24821 24841 24847 24851 27737 27739 27743 27749 27751 | 30577 30593 30631 30637 30643
24859 24877 24889 24907 24917 | 27763 27767 27773 27779 27791 | 30649 30661 30671 30677 30689
24919 24923 24943 24953 24967 | 27793 27799 27803 27809 27817 | 30697 30703 30707 30713 30727
24971 24977 24979 24989 25013 | 27823 27827 27847 27851 27883 | 30757 30763 30773 30781 30803
25031 25033 25037 25057 25073 | 27893 27901 27917 27919 27941 | 30809 30817 30829 30839 30841
25087 25097 25111 25117 25121 | 27943 27947 27953 27961 27967 | 30851 30853 30859 30869 30871
25127 25147 25153 25163 25169 | 27983 27997 28001 28019 28027 | 30881 30893 30911 30931 30937
25171 25183 25189 25219 25229 | 28031 28051 28057 28069 28081 | 30941 30949 30971 30977 30983
25237 25243 25247 25253 25261 | 28087 28097 28099 28109 28111 | 31013 31019 31033 31039 31051
25301 25303 25307 25309 25321 | 28123 28151 28163 28181 28183 | 31063 31069 31079 31081 31091
25339 25343 25349 25357 25367 28201 28211 28219 28229 28277 | 31121 31123 31139 31147 31151
25373 25391 25409 25411 25423 28279 28283 28289 28297 28307 | 31153 31159 31177 31181 31183
25439 25447 25453 25457 25463 | 28309 28319 28349 28351 28387 | 31189 31193 31219 31223 31231
25469 25471 25523 25537 25541 | 28393 28403 28409 28411 28429 | 31237 31247 31249 31253 31259
25561 25577 25579 25583 25589 | 28433 28439 28447 28463 28477 | 31267 31271 31277 31307 31319
25601 25603 25609 25621 25633 | 28493 28499 28513 28517 28537 | 31321 31327 31333 31337 31357
25639 25643 25657 25667 25673 | 28541 28547 28549 28559 28571 | 31379 31387 31391 31393 31397
25679 25693 25703 25717 25733 | 28573 28579 28591 28597 28603 | 31469 31477 31481 31489 31511
25741 25747 25759 25763 25771 28607 28619 28621 28627 28631 | 31513 31517 31531 31541 31543
25793 25799 25801 25819 25841 | 28643 28649 28657 28661 28663 | 31547 31567 31573 31583 31601
25847 25849 25867 25873 25889 | 28669 28687 28697 28703 28711 | 31607 31627 31643 31649 31657
25903 25913 25919 25931 25933 | 28723 28729 28751 28753 28759 | 31663 31667 31687 31699 31721
25939 25943 25951 25969 25981 | 28771 28789 28793 28807 28813 | 31723 31727 31729 31741 31751
25997 25999 26003 26017 26021 | 28817 28837 28843 28859 28867 | 31769 31771 31793 31799 31817
26029 26041 26053 26083 26099 | 28871 28879 28901 28909 28921 | 31847 31849 31859 31873 31883
26107 26111 26113 26119 26141 | 28927 28933 28949 28961 28979 | 31891 31907 31957 31963 31973
26153 26161 26171 26177 26183 | 29009 29017 29021 29023 29027 | 31981 31991 32003 32009 32027
26189 26203 26209 26227 26237 | 29033 29059 29063 29077 29101 | 32029 32051 32057 32059 32063
26249 26251 26261 26263 26267 | 29123 29129 29131 29137 29147 | 32069 32077 32083 32089 32099
26293 26297 26309 26317 26321 | 29153 29167 29173 29179 29191 | 32117 32119 32141 32143 32159
26339 26347 26357 26371 26387 | 29201 29207 29209 29221 29231 | 32173 32183 32189 32191 32203
26393 26399 26407 26417 26423 | 29243 29251 29269 29287 29297 | 32213 32233 32237 32251 32257
26431 26437 26449 26459 26479 | 29303 29311 29327 29333 29339 | 32261 32297 32299 32303 32309
26489 26497 26501 26513 26539 | 29347 29363 29383 29387 29389 | 32321 32323 32327 32341 32353
26557 26561 26573 26591 26597 | 29399 29401 29411 29423 29429 | 32359 32363 32369 32371 32377
26627 26633 26641 26647 26669 | 29437 29443 29453 29473 29483 | 32381 32401 32411 32413 32423
26681 26683 26687 26693 26699 | 29501 29527 29531 29537 29567 | 32429 32441 32443 32467 32479
26701 26711 26713 26717 26723 | 29569 29573 29581 29587 29599 | 32491 32497 32503 32507 32531
26729 26731 26737 26759 26777 | 29611 29629 29633 29641 29663 | 32533 32537 32561 32563 32569
26783 26801 26813 26821 26833 | 29669 29671 29683 29717 29723 | 32573 32579 32587 32603 32609
26839 26849 26861 26863 26879 | 29741 29753 29759 29761 29789 | 32611 32621 32633 32647 32653
26881 26891 26893 26903 26921 | 29803 29819 29833 29837 29851 | 32687 32693 32707 32713 32717
26927 26947 26951 26953 26959 | 29863 29867 29873 29879 29881 | 32719 32749 32771 32779 32783
26981 26987 26993 27011 27017 | 29917 29921 29927 29947 29959 | 32789 32797 32801 32803 32831
27031 27043 27059 27061 27067 | 29983 29989 30011 30013 30029 | 32833 32839 32843 32869 32887
27073 27077 27091 27103 27107 | 30047 30059 30071 30089 30091 | 32909 32911 32917 32933 32939
27109 27127 27143 27179 27191 | 30097 30103 30109 30113 30119 | 32941 32957 32969 32971 32983
27197 27211 27239 27241 27253 | 30133 30137 30139 30161 30169 | 32987 32993 32999 33013 33023
27259 27271 27277 27281 27283 | 30181 30187 30197 30203 30211 | 33029 33037 33049 33053 33071
27299 27329 27337 27361 27367 | 30223 30241 30253 30259 30269 | 33073 33083 33091 33107 33113
27397 27407 27409 27427 27431 | 30271 30293 30307 30313 30319 | 33119 33149 33151 33161 33179
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NUmeros Primos (Hoja 5 - Desde 33181 hasta 42019)

33181 33191 33199 33203 33211 36109 36131 36137 36151 36161 | 39103 39107 39113 39119 39133
33223 33247 33287 33289 33301 | 36187 36191 36209 36217 36229 | 39139 39157 39161 39163 39181
33311 33317 33329 33331 33343 | 36241 36251 36263 36269 36277 | 39191 39199 39209 39217 39227
33347 33349 33353 33359 33377 | 36293 36299 36307 36313 36319 | 39229 39233 39239 39241 39251
33391 33403 33409 33413 33427 | 36341 36343 36353 36373 36383 | 39293 39301 39313 39317 39323
33457 33461 33469 33479 33487 | 36389 36433 36451 36457 36467 | 39341 39343 39359 39367 39371
33493 33503 33521 33529 33533 | 36469 36473 36479 36493 36497 | 39373 39383 39397 39409 39419
33547 33563 33569 33577 33581 36523 36527 36529 36541 36551 | 39439 39443 39451 39461 39499
33587 33589 33599 33601 33613 | 36559 36563 36571 36583 36587 | 39503 39509 39511 39521 39541
33617 33619 33623 33629 33637 | 36599 36607 36629 36637 36643 | 39551 39563 39569 39581 39607
33641 33647 33679 33703 33713 | 36653 36671 36677 36683 36691 | 39619 39623 39631 39659 39667
33721 33739 33749 33751 33757 | 36697 36709 36713 36721 36739 | 39671 39679 39703 39709 39719
33767 33769 33773 33791 33797 | 36749 36761 36767 36779 36781 | 39727 39733 39749 39761 39769
33809 33811 33827 33829 33851 | 36787 36791 36793 36809 36821 | 39779 39791 39799 39821 39827
33857 33863 33871 33889 33893 | 36833 36847 36857 36871 36877 | 39829 39839 39841 39847 39857
33911 33923 33931 33937 33941 | 36887 36899 36901 36913 36919 | 39863 39869 39877 39883 39887
33961 33967 33997 34019 34031 | 36923 36929 36931 36943 36947 | 39901 39929 39937 39953 39971
34033 34039 34057 34061 34123 | 36973 36979 36997 37003 37013 | 39979 39983 39989 40009 40013
34127 34129 34141 34147 34157 | 37019 37021 37039 37049 37057 | 40031 40037 40039 40063 40087
34159 34171 34183 34211 34213 | 37061 37087 37097 37117 37123 | 40093 40099 40111 40123 40127
34217 34231 34253 34259 34261 | 37139 37159 37171 37181 37189 | 40129 40151 40153 40163 40169
34267 34273 34283 34297 34301 | 37199 37201 37217 37223 37243 | 40177 40189 40193 40213 40231
34303 34313 34319 34327 34337 | 37253 37273 37277 37307 37309 | 40237 40241 40253 40277 40283
34351 34361 34367 34369 34381 | 37313 37321 37337 37339 37357 | 40289 40343 40351 40357 40361
34403 34421 34429 34439 34457 | 37361 37363 37369 37379 37397 | 40387 40423 40427 40429 40433
34469 34471 34483 34487 34499 | 37409 37423 37441 37447 37463 | 40459 40471 40483 40487 40493
34501 34511 34513 34519 34537 | 37483 37489 37493 37501 37507 | 40499 40507 40519 40529 40531
34543 34549 34583 34589 34591 | 37511 37517 37529 37537 37547 | 40543 40559 40577 40583 40591
34603 34607 34613 34631 34649 | 37549 37561 37567 37571 37573 | 40597 40609 40627 40637 40639
34651 34667 34673 34679 34687 | 37579 37589 37591 37607 37619 | 40693 40697 40699 40709 40739
34693 34703 34721 34729 34739 | 37633 37643 37649 37657 37663 | 40751 40759 40763 40771 40787
34747 34757 34759 34763 34781 | 37691 37693 37699 37717 37747 | 40801 40813 40819 40823 40829
34807 34819 34841 34843 34847 | 37781 37783 37799 37811 37813 | 40841 40847 40849 40853 40867
34849 34871 34877 34883 34897 | 37831 37847 37853 37861 37871 | 40879 40883 40897 40903 40927
34913 34919 34939 34949 34961 | 37879 37889 37897 37907 37951 | 40933 40939 40949 40961 40973
34963 34981 35023 35027 35051 | 37957 37963 37967 37987 37991 | 40993 41011 41017 41023 41039
35053 35059 35069 35081 35083 | 37993 37997 38011 38039 38047 | 41047 41051 41057 41077 41081
35089 35099 35107 35111 35117 | 38053 38069 38083 38113 38119 | 41113 41117 41131 41141 41143
35129 35141 35149 35153 35159 38149 38153 38167 38177 38183 | 41149 41161 41177 41179 41183
35171 35201 35221 35227 35251 38189 38197 38201 38219 38231 | 41189 41201 41203 41213 41221
35257 35267 35279 35281 35291 | 38237 38239 38261 38273 38281 | 41227 41231 41233 41243 41257
35311 35317 35323 35327 35339 | 38287 38299 38303 38317 38321 | 41263 41269 41281 41299 41333
35353 35363 35381 35393 35401 | 38327 38329 38333 38351 38371 | 41341 41351 41357 41381 41387
35407 35419 35423 35437 35447 | 38377 38393 38431 38447 38449 | 41389 41399 41411 41413 41443
35449 35461 35491 35507 35509 | 38453 38459 38461 38501 38543 | 41453 41467 41479 41491 41507
35521 35527 35531 35533 35537 | 38557 38561 38567 38569 38593 | 41513 41519 41521 41539 41543
35543 35569 35573 35591 35593 | 38603 38609 38611 38629 38639 | 41549 41579 41593 41597 41603
35597 35603 35617 35671 35677 | 38651 38653 38669 38671 38677 | 41609 41611 41617 41621 41627
35729 35731 35747 35753 35759 | 38693 38699 38707 38711 38713 | 41641 41647 41651 41659 41669
35771 35797 35801 35803 35809 | 38723 38729 38737 38747 38749 | 41681 41687 41719 41729 41737
35831 35837 35839 35851 35863 | 38767 38783 38791 38803 38821 | 41759 41761 41771 41777 41801
35869 35879 35897 35899 35911 | 38833 38839 38851 38861 38867 | 41809 41813 41843 41849 41851
35923 35933 35951 35963 35969 | 38873 38891 38903 38917 38921 | 41863 41879 41887 41893 41897
35977 35983 35993 35999 36007 | 38923 38933 38953 38959 38971 | 41903 41911 41927 41941 41947
36011 36013 36017 36037 36061 | 38977 38993 39019 39023 39041 | 41953 41957 41959 41969 41981
36067 36073 36083 36097 36107 | 39043 39047 39079 39089 39097 | 41983 41999 42013 42017 42019
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Numeros Primos (Hoja 6 - Desde 42023 hasta 51157)

42023 42043 42061 42071 42073 45007 45013 45053 45061 45077 | 48121 48131 48157 48163 48179
42083 42089 42101 42131 42139 45083 45119 45121 45127 45131 | 48187 48193 48197 48221 48239
42157 42169 42179 42181 42187 | 45137 45139 45161 45179 45181 | 48247 48259 48271 48281 48299
42193 42197 42209 42221 42223 | 45191 45197 45233 45247 45259 | 48311 48313 48337 48341 48353
42227 42239 42257 42281 42283 45263 45281 45289 45293 45307 | 48371 48383 48397 48407 48409
42293 42299 42307 42323 42331 45317 45319 45329 45337 45341 | 48413 48437 48449 48463 48473
42337 42349 42359 42373 42379 45343 45361 45377 45389 45403 | 48479 48481 48487 48491 48497
42391 42397 42403 42407 42409 45413 45427 45433 45439 45481 | 48523 48527 48533 48539 48541
42433 42437 42443 42451 42457 | 45491 45497 45503 45523 45533 | 48563 48571 48589 48593 48611
42461 42463 42467 42473 42487 | 45541 45553 45557 45569 45587 | 48619 48623 48647 48649 48661
42491 42499 42509 42533 42557 | 45589 45599 45613 45631 45641 | 48673 48677 48679 48731 48733
42569 42571 42577 42589 42611 45659 45667 45673 45677 45691 | 48751 48757 48761 48767 48779
42641 42643 42649 42667 42677 45697 45707 45737 45751 45757 | 48781 48787 48799 48809 48817
42683 42689 42697 42701 42703 | 45763 45767 45779 45817 45821 | 48821 48823 48847 48857 48859
42709 42719 42727 42737 42743 | 45823 45827 45833 45841 45853 | 48869 48871 48883 48889 48907
42751 42767 42773 42787 42793 | 45863 45869 45887 45893 45943 | 48947 48953 48973 48989 48991
42797 42821 42829 42839 42841 | 45949 45953 45959 45971 45979 | 49003 49009 49019 49031 49033
42853 42859 42863 42899 42901 | 45989 46021 46027 46049 46051 | 49037 49043 49057 49069 49081
42923 42929 42937 42943 42953 | 46061 46073 46091 46093 46099 | 49103 49109 49117 49121 49123
42961 42967 42979 42989 43003 | 46103 46133 46141 46147 46153 | 49139 49157 49169 49171 49177
43013 43019 43037 43049 43051 | 46171 46181 46183 46187 46199 | 49193 49199 49201 49207 49211
43063 43067 43093 43103 43117 | 46219 46229 46237 46261 46271 | 49223 49253 49261 49277 49279
43133 43151 43159 43177 43189 | 46273 46279 46301 46307 46309 | 49297 49307 49331 49333 49339
43201 43207 43223 43237 43261 | 46327 46337 46349 46351 46381 | 49363 49367 49369 49391 49393
43271 43283 43291 43313 43319 | 46399 46411 46439 46441 46447 | 49409 49411 49417 49429 49433
43321 43331 43391 43397 43399 | 46451 46457 46471 46477 46489 | 49451 49459 49463 49477 49481
43403 43411 43427 43441 43451 | 46499 46507 46511 46523 46549 | 49499 49523 49529 49531 49537
43457 43481 43487 43499 43517 | 46559 46567 46573 46589 46591 | 49547 49549 49559 49597 49603
43541 43543 43573 43577 43579 | 46601 46619 46633 46639 46643 | 49613 49627 49633 49639 49663
43591 43597 43607 43609 43613 | 46649 46663 46679 46681 46687 | 49667 49669 49681 49697 49711
43627 43633 43649 43651 43661 | 46691 46703 46723 46727 46747 | 49727 49739 49741 49747 49757
43669 43691 43711 43717 43721 | 46751 46757 46769 46771 46807 | 49783 49787 49789 49801 49807
43753 43759 43777 43781 43783 | 46811 46817 46819 46829 46831 | 49811 49823 49831 49843 49853
43787 43789 43793 43801 43853 | 46853 46861 46867 46877 46889 | 49871 49877 49891 49919 49921
43867 43889 43891 43913 43933 | 46901 46919 46933 46957 46993 | 49927 49937 49939 49943 49957
43943 43951 43961 43963 43969 | 46997 47017 47041 47051 47057 | 49991 49993 49999 50021 50023
43973 43987 43991 43997 44017 | 47059 47087 47093 47111 47119 | 50033 50047 50051 50053 50069
44021 44027 44029 44041 44053 | 47123 47129 47137 47143 47147 | 50077 50087 50093 50101 50111
44059 44071 44087 44089 44101 47149 47161 47189 47207 47221 | 50119 50123 50129 50131 50147
44111 44119 44123 44129 44131 47237 47251 47269 47279 47287 | 50153 50159 50177 50207 50221
44159 44171 44179 44189 44201 47293 47297 47303 47309 47317 | 50227 50231 50261 50263 50273
44203 44207 44221 44249 44257 | 47339 47351 47353 47363 47381 | 50287 50291 50311 50321 50329
44263 44267 44269 44273 44279 | 47387 47389 47407 47417 47419 | 50333 50341 50359 50363 50377
44281 44293 44351 44357 44371 | 47431 47441 47459 47491 47497 | 50383 50387 50411 50417 50423
44381 44383 44389 44417 44449 47501 47507 47513 47521 47527 | 50441 50459 50461 50497 50503
44453 44483 44491 44497 44501 | 47533 47543 47563 47569 47581 | 50513 50527 50539 50543 50549
44507 44519 44531 44533 44537 47591 47599 47609 47623 47629 | 50551 50581 50587 50591 50593
44543 44549 44563 44579 44587 | 47639 47653 47657 47659 47681 | 50599 50627 50647 50651 50671
44617 44621 44623 44633 44641 | 47699 47701 47711 47713 47717 | 50683 50707 50723 50741 50753
44647 44651 44657 44683 44687 47737 47741 47743 47777 47779 | 50767 50773 50777 50789 50821
44699 44701 44711 44729 44741 47791 47797 47807 47809 47819 | 50833 50839 50849 50857 50867
44753 44771 44773 44777 44789 47837 47843 47857 47869 47881 | 50873 50891 50893 50909 50923
44797 44809 44819 44839 44843 47903 47911 47917 47933 47939 | 50929 50951 50957 50969 50971
44851 44867 44879 44887 44893 | 47947 47951 47963 47969 47977 | 50989 50993 51001 51031 51043
44909 44917 44927 44939 44953 | 47981 48017 48023 48029 48049 | 51047 51059 51061 51071 51109
44959 44963 44971 44983 44987 48073 48079 48091 48109 48119 | 51131 51133 51137 51151 51157
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Primeros 1000 cuadrados perfectos (Hoja 1 - desde 12 = 1 hasta 7522 = 565.504)

149 16 25 36 49 64 81 100 | 91809 92416 93025 93636 94249 | 279841 280900 281961 283024
121 144 169 196 225 256 289 | 94864 95481 96100 96721 97344 | 284089 285156 286225 287296
324 361 400 441 484 529 576 | 97969 98596 99225 99856 288369 289444 290521 291600
625 676 729 784 841 900 961 | 100489 101124 101761 102400 292681 293764 294849 295936
1024 1089 1156 1225 1296 1369 | 103041 103684 104329 104976 297025 298116 299209 300304
1444 1521 1600 1681 1764 1849 | 105625 106276 106929 107584 301401 302500 303601 304704
1936 2025 2116 2209 2304 2401 | 108241 108900 109561 110224 305809 306916 308025 309136
2500 2601 2704 2809 2916 3025 | 110889 111556 112225 112896 310249 311364 312481 313600
3136 3249 3364 3481 3600 3721 | 113569 114244 114921 115600 314721 315844 316969 318096
3844 3969 4096 4225 4356 4489 | 116281 116964 117649 118336 319225 320356 321489 322624
4624 4761 4900 5041 5184 5329 119025 119716 120409 121104 323761 324900 326041 327184
5476 5625 5776 5929 6084 6241 | 121801 122500 123201 123904 328329 329476 330625 331776
6400 6561 6724 6889 7056 7225 | 124609 125316 126025 126736 332929 334084 335241 336400
7396 7569 7744 7921 8100 8281 | 127449 128164 128881 129600 337561 338724 339889 341056
8464 8649 8836 9025 9216 9409 | 130321 131044 131769 132496 342225 343396 344569 345744
9604 9801 10000 10201 10404 133225 133956 134689 135424 346921 348100 349281 350464
10609 10816 11025 11236 11449 | 136161 136900 137641 138384 351649 352836 354025 355216
11664 11881 12100 12321 12544 | 139129 139876 140625 141376 356409 357604 358801 360000
12769 12996 13225 13456 13689 | 142129 142884 143641 144400 361201 362404 363609 364816
13924 14161 14400 14641 14884 | 145161 145924 146689 147456 366025 367236 368449 369664
15129 15376 15625 15876 16129 | 148225 148996 149769 150544 370881 372100 373321 374544
16384 16641 16900 17161 17424 | 151321 152100 152881 153664 375769 376996 378225 379456
17689 17956 18225 18496 18769 | 154449 155236 156025 156816 380689 381924 383161 384400
19044 19321 19600 19881 20164 | 157609 158404 159201 160000 385641 386884 388129 389376
20449 20736 21025 21316 21609 | 160801 161604 162409 163216 390625 391876 393129 394384
21904 22201 22500 22801 23104 | 164025 164836 165649 166464 395641 396900 398161 399424
23409 23716 24025 24336 24649 | 167281 168100 168921 169744 400689 401956 403225 404496
24964 25281 25600 25921 26244 | 170569 171396 172225 173056 405769 407044 408321 409600
26569 26896 27225 27556 27889 173889 174724 175561 176400 410881 412164 413449 414736
28224 28561 28900 29241 29584 | 177241 178084 178929 179776 416025 417316 418609 419904
29929 30276 30625 30976 31329 | 180625 181476 182329 183184 421201 422500 423801 425104
31684 32041 32400 32761 33124 184041 184900 185761 186624 426409 427716 429025 430336
33489 33856 34225 34596 34969 | 187489 188356 189225 190096 431649 432964 434281 435600
35344 35721 36100 36481 36864 | 190969 191844 192721 193600 436921 438244 439569 440896
37249 37636 38025 38416 38809 | 194481 195364 196249 197136 442225 443556 444889 446224
39204 39601 40000 40401 40804 | 198025 198916 199809 200704 447561 448900 450241 451584
41209 41616 42025 42436 42849 | 201601 202500 203401 204304 452929 454276 455625 456976
43264 43681 44100 44521 44944 | 205209 206116 207025 207936 458329 459684 461041 462400
45369 45796 46225 46656 47089 | 208849 209764 210681 211600 463761 465124 466489 467856
47524 47961 48400 48841 49284 212521 213444 214369 215296 469225 470596 471969 473344
49729 50176 50625 51076 51529 | 216225 217156 218089 219024 474721 476100 477481 478864
51984 52441 52900 53361 53824 | 219961 220900 221841 222784 480249 481636 483025 484416
54289 54756 55225 55696 56169 | 223729 224676 225625 226576 485809 487204 488601 490000
56644 57121 57600 58081 58564 | 227529 228484 229441 230400 491401 492804 494209 495616
59049 59536 60025 60516 61009 | 231361 232324 233289 234256 497025 498436 499849 501264
61504 62001 62500 63001 63504 | 235225 236196 237169 238144 502681 504100 505521 506944
64009 64516 65025 65536 66049 | 239121 240100 241081 242064 508369 509796 511225 512656
66564 67081 67600 68121 68644 | 243049 244036 245025 246016 514089 515524 516961 518400
69169 69696 70225 70756 71289 | 247009 248004 249001 250000 519841 521284 522729 524176
71824 72361 72900 73441 73984 | 251001 252004 253009 254016 525625 527076 528529 529984
74529 75076 75625 76176 76729 | 255025 256036 257049 258064 531441 532900 534361 535824
77284 77841 78400 78961 79524 | 259081 260100 261121 262144 537289 538756 540225 541696
80089 80656 81225 81796 82369 | 263169 264196 265225 266256 543169 544644 546121 547600
82944 83521 84100 84681 85264 | 267289 268324 269361 270400 549081 550564 552049 553536
85849 86436 87025 87616 88209 | 271441 272484 273529 274576 555025 556516 558009 559504
88804 89401 90000 90601 91204 | 275625 276676 277729 278784 561001 562500 564001 565504
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Primeros 1000 cuadrados perfectos (Hoja 2 - desde 7532 = 567.009 hasta 10002 = 1.000.000)

567009
573049
579121
585225
591361
597529
603729
609961
616225
622521
628849
635209
641601
648025
654481
660969
667489
674041
680625
687241
693889

568516
574564
580644
586756
592900
599076
605284
611524
617796
624100
630436
636804
643204
649636
656100
662596
669124
675684
682276
688900
695556

570025
576081
582169
588289
594441
600625
606841
613089
619369
625681
632025
638401
644809
651249
657721
664225
670761
677329
683929
690561
697225

571536 700569 702244
577600 707281 708964
583696 714025 715716
589824 720801 722500
595984 727609 729316
602176 734449 736164
608400 741321 743044
614656 748225 749956
620944 755161 756900
627264 762129 763876
633616 769129 770884
640000 776161 777924
646416 783225 784996
652864 790321 792100
659344 797449 799236
665856 804609 806404
672400 811801 813604
678976 819025 820836
685584 826281 828100
692224 833569 835396
698896 840889 842724

703921
710649
717409
724201
731025
737881
744769
751689
758641
765625
772641
779689
786769
793881
801025
808201
815409
822649
829921
837225
844561

705600
712336
719104
725904
732736
739600
746496
753424
760384
767376
774400
781456
788544
795664
802816
810000
817216
824464
831744
839056
846400

848241
855625
863041
870489
877969
885481
893025
900601
908209
915849
923521
931225
938961
946729
954529
962361
970225
978121
986049
994009

850084 851929
857476 859329
864900 866761
872356 874225
879844 881721
887364 889249
894916 896809
902500 904401
910116 912025
917764 919681
925444 927369
933156 935089
940900 942841
948676 950625
956484 958441
964324 966289
972196 974169
980100 982081
988036 990025
996004 998001

853776
861184
868624
876096
883600
891136
898704
906304
913936
921600
929296
937024
944784
952576
960400
968256
976144
984064
992016
1000000.

Primeros 1000 cubos perfectos (Hoja 1 - desde 1% = 1 hasta 3583 = 45.882.712)

1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 1331 6859000 6967871 7077888 7189057 7301384 7414875
1728 2197 2744 3375 4096 4913 5832 6859 7529536 7645373 7762392 7880599 8000000 8120601
8000 9261 10648 12167 13824 15625 17576 8242408 8365427 8489664 8615125 8741816 8869743
19683 21952 24389 27000 29791 32768 35937 | 8998912 9129329 9261000 9393931 9528128 9663597
39304 42875 46656 50653 54872 59319 64000 | 9800344 9938375 10077696 10218313 10360232
68921 74088 79507 85184 91125 97336 10503459 10648000 10793861 10941048 11089567
103823 110592 117649 125000 132651 140608 | 11239424 11390625 11543176 11697083 11852352
148877 157464 166375 175616 185193 195112 | 12008989 12167000 12326391 12487168 12649337
205379 216000 226981 238328 250047 262144 | 12812904 12977875 13144256 13312053 13481272
274625 287496 300763 314432 328509 343000 | 13651919 13824000 13997521 14172488 14348907
357911 373248 389017 405224 421875 438976 | 14526784 14706125 14886936 15069223 15252992
456533 474552 493039 512000 531441 551368 | 15438249 15625000 15813251 16003008 16194277
571787 592704 614125 636056 658503 681472 | 16387064 16581375 16777216 16974593 17173512
704969 729000 753571 778688 804357 830584 | 17373979 17576000 17779581 17984728 18191447
857375 884736 912673 941192 970299 18399744 18609625 18821096 19034163 19248832
1000000 1030301 1061208 1092727 1124864 19465109 19683000 19902511 20123648 20346417
1157625 1191016 1225043 1259712 1295029 20570824 20796875 21024576 21253933 21484952
1331000 1367631 1404928 1442897 1481544 21717639 21952000 22188041 22425768 22665187
1520875 1560896 1601613 1643032 1685159 22906304 23149125 23393656 23639903 23887872
1728000 1771561 1815848 1860867 1906624 24137569 24389000 24642171 24897088 25153757
1953125 2000376 2048383 2097152 2146689 25412184 25672375 25934336 26198073 26463592
2197000 2248091 2299968 2352637 2406104 26730899 27000000 27270901 27543608 27818127
2460375 2515456 2571353 2628072 2685619 28094464 28372625 28652616 28934443 29218112
2744000 2803221 2863288 2924207 2985984 29503629 29791000 30080231 30371328 30664297
3048625 3112136 3176523 3241792 3307949 30959144 31255875 31554496 31855013 32157432
3375000 3442951 3511808 3581577 3652264 32461759 32768000 33076161 33386248 33698267
3723875 3796416 3869893 3944312 4019679 34012224 34328125 34645976 34965783 35287552
4096000 4173281 4251528 4330747 4410944 35611289 35937000 36264691 36594368 36926037
4492125 4574296 4657463 4741632 4826809 37259704 37595375 37933056 38272753 38614472
4913000 5000211 5088448 5177717 5268024 38958219 39304000 39651821 40001688 40353607
5359375 5451776 5545233 5639752 5735339 40707584 41063625 41421736 41781923 42144192
5832000 5929741 6028568 6128487 6229504 42508549 42875000 43243551 43614208 43986977
6331625 6434856 6539203 6644672 6751269 44361864 44738875 45118016 45499293 45882712
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Primeros 1000 cubos perfectos (Hoja 2 - desde 3593 = 46.268.279 hasta 8712 = 660.776.311)

46268279 46656000 47045881 47437928 202262003 203297472 204336469 205379000 206425071
47832147 48228544 48627125 49027896 207474688 208527857 209584584 210644875 211708736
49430863 49836032 50243409 50653000 212776173 213847192 214921799 216000000 217081801
51064811 51478848 51895117 52313624 218167208 219256227 220348864 221445125 222545016
52734375 53157376 53582633 54010152 223648543 224755712 225866529 226981000 228099131
54439939 54872000 55306341 55742968 229220928 230346397 231475544 232608375 233744896
56181887 56623104 57066625 57512456 234885113 236029032 237176659 238328000 239483061
57960603 58411072 58863869 59319000 240641848 241804367 242970624 244140625 245314376
59776471 60236288 60698457 61162984 246491883 247673152 248858189 250047000 251239591
61629875 62099136 62570773 63044792 252435968 253636137 254840104 256047875 257259456
63521199 64000000 64481201 64964808 258474853 259694072 260917119 262144000 263374721
65450827 65939264 66430125 66923416 264609288 265847707 267089984 268336125 269586136
67419143 67917312 68417929 68921000 270840023 272097792 273359449 274625000 275894451
69426531 69934528 70444997 70957944 277167808 278445077 279726264 281011375 282300416
71473375 71991296 72511713 73034632 283593393 284890312 286191179 287496000 288804781
73560059 74088000 74618461 75151448 290117528 291434247 292754944 294079625 295408296
75686967 76225024 76765625 77308776 296740963 298077632 299418309 300763000 302111711
77854483 78402752 78953589 79507000 303464448 304821217 306182024 307546875 308915776
80062991 80621568 81182737 81746504 310288733 311665752 313046839 314432000 315821241
82312875 82881856 83453453 84027672 317214568 318611987 320013504 321419125 322828856
84604519 85184000 85766121 86350888 324242703 325660672 327082769 328509000 329939371
86938307 87528384 88121125 88716536 331373888 332812557 334255384 335702375 337153536
89314623 89915392 90518849 91125000 338608873 340068392 341532099 343000000 344472101
91733851 92345408 92959677 93576664 345948408 347428927 348913664 350402625 351895816
94196375 94818816 95443993 96071912 353393243 354894912 356400829 357911000 359425431
96702579 97336000 97972181 98611128 360944128 362467097 363994344 365525875 367061696
99252847 99897344 100544625 101194696 368601813 370146232 371694959 373248000 374805361
101847563 102503232 103161709 103823000 | 376367048 377933067 379503424 381078125 382657176
104487111 105154048 105823817 106496424 | 384240583 385828352 387420489 389017000 390617891
107171875 107850176 108531333 109215352 392223168 393832837 395446904 397065375 398688256
109902239 110592000 111284641 111980168 | 400315553 401947272 403583419 405224000 406869021
112678587 113379904 114084125 114791256 | 408518488 410172407 411830784 413493625 415160936
115501303 116214272 116930169 117649000 | 416832723 418508992 420189749 421875000 423564751
118370771 119095488 119823157 120553784 | 425259008 426957777 428661064 430368875 432081216
121287375 122023936 122763473 123505992 | 433798093 435519512 437245479 438976000 440711081
124251499 125000000 125751501 126506008 442450728 444194947 445943744 447697125 449455096
127263527 128024064 128787625 129554216 | 451217663 452984832 454756609 456533000 458314011
130323843 131096512 131872229 132651000 | 460099648 461889917 463684824 465484375 467288576
133432831 134217728 135005697 135796744 | 469097433 470910952 472729139 474552000 476379541
136590875 137388096 138188413 138991832 | 478211768 480048687 481890304 483736625 485587656
139798359 140608000 141420761 142236648 | 487443403 489303872 491169069 493039000 494913671
143055667 143877824 144703125 145531576 | 496793088 498677257 500566184 502459875 504358336
146363183 147197952 148035889 148877000 | 506261573 508169592 510082399 512000000 513922401
149721291 150568768 151419437 152273304 | 515849608 517781627 519718464 521660125 523606616
153130375 153990656 154854153 155720872 525557943 527514112 529475129 531441000 533411731
156590819 157464000 158340421 159220088 | 535387328 537367797 539353144 541343375 543338496
160103007 160989184 161878625 162771336 | 545338513 547343432 549353259 551368000 553387661
163667323 164566592 165469149 166375000 | 555412248 557441767 559476224 561515625 563559976
167284151 168196608 169112377 170031464 | 565609283 567663552 569722789 571787000 573856191
170953875 171879616 172808693 173741112 575930368 578009537 580093704 582182875 584277056
174676879 175616000 176558481 177504328 | 586376253 588480472 590589719 592704000 594823321
178453547 179406144 180362125 181321496 596947688 599077107 601211584 603351125 605495736
182284263 183250432 184220009 185193000 | 607645423 609800192 611960049 614125000 616295051
186169411 187149248 188132517 189119224 | 618470208 620650477 622835864 625026375 627222016
190109375 191102976 192100033 193100552 629422793 631628712 633839779 636056000 638277381
194104539 195112000 196122941 197137368 | 640503928 642735647 644972544 647214625 649461896
198155287 199176704 200201625 201230056 | 651714363 653972032 656234909 658503000 660776311
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Primeros 1000 cubos perfectos (Hoja 3 - desde 8723 = 663.054.848 hasta 1000° = 1.000.000.000)

663054848
683797841
704969000
726572699
748613312
771095213
794022776
817400375
841232384
865523177
890277128
915498611
941192000
967361669
994011992

665338617
686128968
707347971
729000000
751089429
773620632
796597983
820025856
843908625
868250664
893056347
918330048
944076141
970299000
997002999

667627624
688465387
709732288
731432701
753571000
776151559
799178752
822656953
846590536
870983875
895841344
921167317
946966168
973242271

669921875
690807104
712121957
733870808
756058031
778688000
801765089
825293672
849278123
873722816
898632125
924010424
949862087
976191488

1000000000.

672221376
693154125
714516984
736314327
758550528
781229961
804357000
827936019
851971392
876467493
901428696
926859375
952763904
979146657

674526133
695506456
716917375
738763264
761048497
783777448
806954491
830584000
854670349
879217912
904231063
929714176
955671625
982107784

676836152 679151439
697864103 700227072
719323136 721734273
741217625 743677416
763551944 766060875
786330467 788889024
809557568 812166237
833237621 835896888
857375000 860085351
881974079 884736000
907039232 909853209
932574833 935441352
958585256 961504803
985074875 988047936

681472000
702595369
724150792
746142643
768575296
791453125
814780504
838561807
862801408
887503681
912673000
938313739
964430272
991026973
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acarreos, 17
Acutangulo, 27
alternos, 24
ALTURAS, 59
Angulo central, 28

angulo central, inscrito y semiinscrito en una

circunferencia, 31
Angulo exterior, 28, 31
Angulo interior, 28
Angulos alternos externos, 24
Angulos alternos internos, 24
Angulos conjugados externos, 24
Angulos conjugados internos, 24
Angulos correspondientes, 24
Angulos en circunferencia, 30
Arco, 30
Arco Capaz, 31
area, 29
Area del trapecio, 43
baricentro, 59
base, 14
Base media, 43
Bases numéricas, 14
Binario, 14
Binario a decimal, 15
BISECTRICES, 58
Bisectriz, 25
Bisectriz de un angulo, 25
Cantidad de cifras de un nimero, 14
cateto, 56, 57, 62
Centena, 7
Centena de mil, 7
Cilindro, 70
circulo, 30
circuncentro, 59
Circunferencia, 30
circunferencia circunscrita, 59
circunferencia inscrita., 58
Circunferenciay circulo, 30
circunscrito, 28
Clasificacién de Poligonos, 27
Combinaciones, 22
Combinatoria, 22
Cémo saber si un numero es primo, 7
compuestos, 7
céncavos, 26
congruencia, 65, 67
Congruencia de figuras, 65

indice Alfabético

Congruencia médulo m, 10, 12
conjugados, 24

Conjuntos numéricos, 17

Cono, 70

Cono Truncado, 70

Contar cuadrados y cubos perfectos, 16

Conversion entre sistemas con distinta base numérica,

15
convexos, 26
coprimos, 7
Corona circular, 29
correspondientes, 24
Coseno, 62
Criba de Eratdstenes, 7
Criterio, 10
Criterios de congruencia de tridngulos:, 65
Criterios de divisibilidad, 10
Criterios de semejanza de tridngulos, 66, 67
Cuadrado, 16, 27, 29
cuadrados perfectos, 16
cuadraticas, 73
Cuadrilateros ciclicos, 33
cubos perfectos, 16
Cuerda, 30
Cuerpos Redondos, 70
Decena, 7
Decena de mil, 7
Decimal a binario, 15
decimal a fraccién, 17
Decimal a terciario, 15
Decimales finitos, 17
Decimales periddicos mixtos, 17
Decimales periddicos puros, 17
Descomposicion, 7
Descomposicion de nimeros en factores primos, 7
Descomposicion de un nimero segun las unidades
que lo constituyen, 7
Descomposicién polindmica de un nimero, 14
Diagonales, 26
Diametro, 30
Diferencia de cuadrados, 73
Distribuir k pelotitas en n cajas, 23
Divisibilidad, 9
division, 9
divisidn de radicales, 19
ecuacioén cuadratica, 73
Ecuaciones de segundo grado, 73
El principio del palomar, 74
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Elementos de la circunferencia, 30

Enteros (Z), 17

Equildteros, 27

Escalenos, 27

Esfera, 70

exinscrito, 30

Factor Comun, 73

factores primos, 7

factorial, 22

Factorizacién de polinomios, 73

Flecha, 30

Férmula de Brahmagupta, 33

férmula de Herdn, 62

férmula de la cuadratica:, 73

Férmula de la Resolvente, 73

Funcion ¢ de Euler, 13

Generalizaciones Importantes, 17

Herén, 62

hipotenusa, 56, 57, 62

incentro, 58

inscrito, 28

Inscrito, 30

Irracionales (Il), 17

Isdsceles, 27

Lema de Shmerkin, 64

Maximo comun divisor, 8

MCD, 8

mcm, 8

MEDIANAS, 59

Mediatriz, 25

Mediatriz de un segmento, 25

Minimo comun multiplo, 8

Multiplicacion y division de radicales, 19

Naturales (N), 17

Numeros compuestos, 7

Numeros cuadrados perfectos, 16

Numeros cubos perfectos, 16

NuUmeros Periddicos, 17

NuUmeros primos, 7

NUmeros primos entre si o coprimos, 7

Numeros primos que se pueden escribir como suma
de dos cuadrados, 16

Obtusangulo, 27

Operaciones con radicales, 19

ortocentro, 59

Paralelogramos, 27

Pasaje de un niumero en sistema decimal a otro
sistema, 15

Pasaje de un niumero en un sistema cualquiera a
sistema decimal:, 15

Pequefio Teorema de Fermat, 13

periddicos mixtos, 17

periddicos puros, 17

Permutaciones, 22

Pirdmides, 72

Pitdgoras, 56

Poligonos, 26

Poligonos céncavos, 26

Poligonos convexos, 26

Poligonos regulares, 28

Poligonos Regulares, 29

Polinomios, 73

Potencia de potencia, 18

Potencia de un punto, 32

potenciacién, 18

Primeros 1000 cuadrados perfectos, 82

Primeros 1000 cubos perfectos, 83

Primeros NUmeros Primos Desde 2 hasta 51157, 76

primos, 7

primos entre si, 7

Prismas, 71

Problemas resueltos utilizando congruencias, 11

Progresiones Aritméticas, 21

Progresiones Geométricas, 21

Propiedades de la potenciacidn, 18

Propiedades de la radicacién, 18

Propiedades de los poligonos, 26

Propiedades de los poligonos regulares, 28

Racionales (Q), 17

Racionalizacion de denominadores, 20

radicacion, 18

radio, 30, 32

Raiz de raiz, 18

Reales (R), 17

Recta Secante, 30

Recta Tangente, 30

Recta tangente a una circunferencia, 31

Rectangulo, 27, 29

Rectas y puntos notables de un triangulo, 58

regulares, 28

Relacion entre las unidades de volumen y capacidad,
70

resta de radicales, 19

Restos Potenciales, 13

Rombo, 27, 29

Romboide, 27

Rotohomotecia, 69

SAE, 26

SAl, 26

Sector circular, 29

semejantes, 19, 32, 67

Semejanza de figura, 67
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semicircunferencia, 30

Semiinscrito, 30

Seno, 62

sistemas numéricos, 14

sucesion, 21

Sucesion de Fibonacci, 21

Sucesiones importantes, 21

Suma de los primeros n niUmeros naturales, 17
Suma de numeros consecutivos, 14

Suma y resta de radicales, 19

Superficie, 29

superficie y volumen de cuerpos geométricos, 70
Tangente, 62

Teorema de Ceva, 64

Teorema de Euler, 13

Teorema de la altura, 57

Teorema de la bisectriz, 58

Teorema de Menelao, 64

Teorema de Ptolomeo, 33

teorema de Tales en un triangulo, 65

Teorema de Thales, 65

Teorema de Varignon, 55

Teorema del cateto, 56, 57

Teorema del Coseno, 62

Terciario, 14

Término general de una progresién aritmética, 21
Término general de una progresién geométrica, 21
Ternario a decimal, 15

Testeo de restos, 12

Tipos de solucién de una ecuacién cuadratica, 73
Transformar un nimero decimal a fraccién, 17
Trapecio, 27, 29, 45, 47

Trapecio circular, 29

Tridngulos, 27

Triangulos oblicuangulos, 62

Trigonometria, 62

Trinomio Cuadrado Perfecto, 73

Unidad, 7

Unidad de un numero, 12

Variaciones, 22
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