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Unidad N° 1: Probabilidad y Estadistica

Combinatoria
Muchas veces nos encontramos frente a la necesidad de contar las distintas formas en que se
pueden disponer o agrupar los elementos de un conjunto. Este recuento, en algunos casos es
sencillo y, en otros, no. La combinatoria provee las herramientas necesarias para lograr este
propdsito.

Problema 1: Una empresa de cosmética decide lanzar al mercado una nueva linea de productos,
compuesta de cuatro articulos: jabdn, perfume, desodorantes y locidn. Se analiza la posibilidad
de exhibirlos de diferentes formas. ¢ De cuantas maneras se puede realizar cada presentacion en
un estuche con divisiones que contenga los cuatro articulos?

Una manera de describir las formas posibles de ubicar los articulos es utilizando un diagrama
llamado diagrama de arbol.

Ubicando primero el perfume, obtenemos el siguiente diagrama:

D \ ) | Vemos que hay 6 posibles ordenamientos.

Lo mismo sucederd si comenzamos con cualquiera de los otros tres productos. Si hacemos los
otros tres diagramas, se deduce que la primera divisién puede ser ocupada por cualquiera de los
cuatro articulos. Para cada una de estas opciones, el segundo casillero es ocupado por alguno de
los tres que queda. Del mismo modo, para cada uno de ellos, la tercera casilla queda ocupada por
alguno de los dos restantes y, finalmente, en el Ultimo compartimiento, queda una opciéon de cada
caso.

Si contamos todas las opciones obtenemos 24 formas diferentes de agrupacion.

Utilizando un diagrama de casilleros tenemos que: Para la primera casilla tenemos cuatro
posibilidades, para la segunda casilla nos quedan tres opciones, para la tercera sélo dos opciones
y para la dltima una opcidn. Al multiplicarlas entre si se obtiene:

4.3.2.1=24

Principio fundamental de conteo
La cantidad de maneras de realizar un conjunto de operaciones distintas es igual al producto
de las maneras en que cada operacidn se puede realizar individualmente.

Ejemplo: En un almacén hay 5 tipos de quesos, 3 tipos de jamon y 2 tipos de pan.
¢De cudntas formas puedo armarme un sandwich de jamén y queso con todos los ingredientes?

Si pensamos que la primera operacién es elegir el tipo de queso, tenemos cinco configuraciones:
Q1, Q2, Q3, Qa y Q.

Si la segunda operacidn es elegir el tipo de jamon, tenemos tres configuraciones: J1, J2 y Js.
Finalmente sucede lo mismo con el pan: P1y P.

Si multiplicamos, nos queda: 5x3x2 = 30, o sea que se pueden armar los sandwiches de 30
maneras diferentes.



Actividades
1) Calcular las posibilidades mediante un diagrama de arbol:

a. En un equipo de futbol-sala disponen para jugar de pantalones blancos o negros, y de
camisetas rojas, azules o verdes. ¢ De cuantas maneras se pueden vestir para un partido?

b. Se tira una moneda y un dado, écudles son los resultados posibles?

c. Setirauna moneda, sisale cara se saca una bola de la urna A que contiene una bola roja,
una azul y una verde; y si sale cruz se saca de la urna B en la que hay una bola roja, una
azul, una blanca y una negra. Escribe los posibles resultados.

2) A mi amiga Débora le encantan los accesorios, asi que cuando llega
su cumpleanos siempre le regalamos nuevos. Hace poco nos envid
por el grupo de Whatsapp una fotografia donde se pueden ver dos
pulseras, cuatro pares de aros y siete pequefios ganchos con tres
collares diferentes en cada una de ellos.

Siempre sale de su casa con los tres tipos de accesorios: una pulsera,
un collar, y un par de aros iguales o diferentes, sin importarle en qué
oreja coloca cada uno de ellos.

éConociendo sus habitos, de cuantas maneras diferentes puede
combinar los accesorios que tiene?

Permutaciones: Cada una de las formas distintas en que se pueden ordenar n elementos en n
casilleros, sin repetirlos, se denomina permutacidn. El nimero de permutaciones que pueden
obtenerse con los n elementos se simboliza P, y se lee “permutaciones de n elementos”.

En general, el nUmero de permutaciones de n elementos, se puede calcular mediante la expresién:

P.=n.(n-1).(n-2).....1
Pn - n!
Esta Ultima expresion se lee “factorial de n” o “n factorial”.

Nota: Las calculadoras cientificas tienen una tecla que permite calcular el factorial de un nimero
dado. La tecla correspondiente es x!

Actividades
3) Tenemos cinco personas y las queremos ordenar en una fila. ¢ De cuantas formas las podemos
alinear?

4) ¢Cuantos numeros de 6 cifras diferentes se puede formar con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6?
5) ¢ De cudntas formas distintas pueden sentarse ocho personas en una fila de butacas?

6) Al permutar las letras de la palabra BARCO se forman muchas palabras con y sin sentido. Se
ordenan todas ellas alfabéticamente: ABCOR, ABCRO, ABOCR, ABORC, ABRCO, ABROC, ACBOR, ...
Determinar en qué puesto aparece la palabra COBRA.

Siguiendo con el problema inicial: Si quieren presentar en una caja de madera con divisiones,
sin tapa y con dos articulos distintos seleccionados de los cuatro disponibles. ¢ Cuantas formas
distintas de agruparlos se pueden obtener?

Realizando un diagrama de arbol o un diagrama de casilleros se obtiene:
4 . 3 =12 formas distintas
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Variaciones: Cada una de las formas distintas en que se pueden ordenar n elementos en r
casilleros (n > r), sin repetirlos, se denomina variacion. Dos formas que tengan los mismos
elementos, pero en distinto orden, son consideradas distintas. El “nimero” de variaciones que se
pueden obtener con los n elementos se simboliza Vi, y se lee “variaciones de n elementos
tomadosdear”.

Las variaciones de n elementos agrupados de a r pueden calcularse, utilizando factoriales,
mediante la siguiente expresion:

n!
Vi,r= (n—-r)!

Nota: Algunas calculadoras tienen una tecla que permite calcular variaciones. Esta es nPr con n >
r. Para calcular primero se ingresa el valor de n, luego se presiona sobre la tecla nPr y finalmente se
ingresa el valor de r y se presiona =.

7) Tenemos 5 finalistas en un programa de TV, hay 3 premios: 1° un TV, 2° un lavarropas y 3° un
DVD. ¢De cuantas maneras distintas se pueden repartir los premios?

8) ¢ Cudntos numeros de seis cifras diferentes se puede formar con los digitos: 1, 2, 3,4,5,6, 7,8y
9?

Siguiendo con la actividad inicial: Si los productos se quieren presentar en un pequeiio bolso

transparente que contenga dos articulos diferentes de los cuatro disponibles. ¢Cuantas formas
distintas de agruparlos se pueden obtener?
Como en este tipo de envase no hay casilleros, no importa el orden en que se ubiquen los
productos: el par PL es igual al par LP (determinan la misma presentacién). Por lo tanto, hay
exactamente la mitad de casos que en la presentacion anterior. Quedan determinadas seis
maneras distintas de representarlos.

Combinaciones: Cada una de las formas distintas en que se pueden seleccionar r elementos
diferentes de un total de n, sin considerar el orden de los mismos, se denomina combinacién.

No tener en cuenta el orden de los elementos significa que dos formas que tengan los mismos
elementos, pero en distinto orden, son consideradas iguales. El nUmero de combinaciones que
pueden obtenerse con los n elementos elegidos, sin repetirlos, se simboliza Cnr y se lee
“combinaciones de n elementos agrupados de a r”.

Las combinaciones se calculan mediante la siguiente expresién:

n!
Cor =
" r!(n-r)!
n! n
La expresion ﬁ se indica con el simbolo (r ), que se lee: nUmero combinatorio n,r.
r'(n—-r)!

Nota: Algunas calculadoras tienen una tecla que permite calcular combinaciones. Esta es nCr con n
> r. Para calcular primero se ingresa el valor de n, luego se presiona sobre la tecla nC; y finalmente
se ingresa el valor de r y se presiona =.

4l 24

4
En el ejercicio anterior: Cs = (2) = Cs2 =m 22
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Cuadro resumen de combinatoria:

Ordenarlos »Permutaciones

n elementos

(cantidad finita Grupos

de elementos) Agruparlos ordenados — > Variaciones
(de ar elementos,
r<n) Grupos no

ordenados > Combinaciones
9) ¢ Cuantos numeros de cuatro cifras no repetidas se pueden escribir con los digitos 1 al 9?

10) ¢Cudntos numeros de cuatro cifras no repetidas, terminados en 3, se pueden escribir con los
digitos del 1 al 9?

11) En un negocio se hace una oferta: 12 cajas contienen 3 botellas de vino cada una. Todas son
diferentes. Determinar:
a) ¢De cuantas maneras se puede armar cada una de las cajas que tiene divisiones e importa
el orden en el cual se ubiquen las botellas?
b) Si se consideran bolsas en lugar de cajas, ¢ Cuantas bolsas diferentes se pueden armar?

12) En una clase de 35 alumnos se quiere elegir un comité formado por tres alumnos. ¢Cuantos
comités diferentes se pueden formar?

13) éCudntas banderas de tres colores diferentes se pueden formar con 8 colores?

14) ¢ Cudntas palabras distintas, sin importar su significado, se pueden formar a partir de la palabra
RAMO?

15) ¢ Cudntas palabras distintas, sin importar su significado, se pueden formar a partir de la palabra
PERRO?

Cuando tenemos que resolver este punto nos encontramos con el problema de que la letra R
esta repetida. O sea que al permutar las letras R, en algunas ocasiones obtengo las mismas
palabras. Esto es una

n!

! — ————————————
P n; kl,kz,..., kr - k]_' kz' kr' kl + kZ + ...+ kr <n

permutacion con repeticion y para resolverla se debe utilizar la siguiente férmula:

5!
O sea que, en nuestro caso es: P’'s;; = 5 =60

16) ¢ Cudntas palabras distintas, sin importar su significado, se pueden formar a partir de la palabra
MISSISSIPPI?

17) Con las cifras 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4; écuantos numeros de nueve cifras se pueden formar?

18) En el palo de sefiales de un barco se pueden izar dos banderas rojas, dos azules y tres verdes.
¢Cuantas senales distintas pueden indicarse con la colocacidn de las siete banderas?
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19) ¢ Cuantos numeros de tres cifras se pueden formar con los digitos: 1, 2, 3, 4 y 5? Nota: Las cifras
pueden repetirse:

En este caso tenemos cinco digitos posibles para formar niimeros de 3 cifras. Importa el orden
ya que 123 no es lo mismo que 321. Esto es una variacion con repeticion en donde n representa
la cantidad de elementos diferentes que se pueden seleccionar y r la cantidad de elementos que
se deben seleccionar (En las variaciones con repeticion puede ser que n >r o que n <r). Se calcula
mediante la siguiente formula:

Vi =nr

En el ejercicio:n=5yr=3, oseaque: V's3=53=125.

20) Tenemos 6 libros iguales de historia, 6 libros iguales de matematica y 6 libros iguales de Fisica.
Elegimos 6 libros al azar. ¢ De cuantas formas podemos elegirlos?

En este caso hay que elegir 6 libros de un total de 18. Pero algunos de ellos se repiten. No
importa el orden, ya que elegir M-H-F es lo mismo que elegir H-F-M.

Para resolver este ejercicio es necesario utilizar una combinacién con repeticion.

Se utiliza la siguiente formula, donde n representa la cantidad de elementos a seleccionaryr la
cantidad de elementos distintos.

n+(r-1)

Cn+(r—1);r = r

En el problema: n = 6 (el total de los libros que se eligen) y r = 3 (porque hay sélo 3 elementos
diferentes: los libros de matematica, los de fisica y los de historia).

6+(3-1) 8 8! 8! 40320
C _4Y.2 = = = =—= =56
6+(3-1);3 3 (3) 31(8-3)!  3!5! 720

Actividades generales
21) Si tenemos 15 libros iguales de historia, 15 libros iguales de matematica, 15 libros iguales de
fisica y 15 libros iguales de biologia y elijo 15 libros al azar. ¢ De cudntas formas pueden elegirse?

22) En una bodega hay muchas botellas con cinco tipos de bebidas diferentes. é De cuantas formas
pueden elegirse 4 botellas?

23) Si tenemos 3 grupos de pelotas rojas, azules y verdes y cada uno tiene como minimo 8 pelotas.
a. ¢De cudntas maneras se pueden seleccionar 8 pelotas?
b. ¢De cudntas maneras se pueden seleccionar 8 pelotas si tiene que haber una de cada color?

24) Cuatro amigas van todos los dias a una plaza, se sientan una al lado de la otra en un banco que
tiene espacio justo para cuatro personas y se sacan una foto para subir a Instagram. Cada dia tratan
de ubicarse de una manera diferente.
a) ¢éDe cudntas maneras distintas pueden ubicarse en el banco para la foto?
b) ¢Cudntas fotos diferentes se pueden tomar si una de las amigas (Gisella), tiene que estar
en uno de los extremos del banco?
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La Probabilidad y dos de sus enfoques: el clasico y el experimental
Algunas definiciones previas:
Espacio Muestral: Se llama espacio muestral, asociado a un experimento, al conjunto de todos los
resultados posibles de dicho experimento. Se representa con E.
Ejemplo: En el experimento de lanzar una moneda al aire y ver de qué lado cae, el espacio muestral
estd formado por los resultados posibles que son: cara o seca.

Los experimentos que dan lugar a espacios muestrales se llaman experimentos aleatorios. Estos
son experimentos en donde interviene el azar. Se diferencian de aquellos experimentos en donde
uno puede predecir el resultado.

En el ejemplo dado, el experimento seria el de lanzar la moneda al aire.
Los subconjuntos dentro de un espacio muestral se denominan sucesos.
En el ejemplo dado, un suceso puede ser: sale cara.
La Frecuencia: es la cantidad n de repeticiones de un experimento aleatorio.
Fa es la Frecuencia absoluta de A. Es el numero de veces que se repite un suceso A.
La Frecuencia relativa de un suceso A es igual a la frecuencia absoluta de A sobre n (niUmero de
repeticiones de un experimento aleatorio).

Definicion clasica de probabilidad
La definicion mas sencilla de probabilidad, a partir de la cual se edificé la Teoria de la
Probabilidad, es la dada por el francés Pierre Simon Laplace (1749-1827): “La probabilidad de un
suceso es la razon entre el numero de casos favorables y el nimero de casos posibles, siempre
que nada obligue a creer que alguno de estos casos debe tener lugar con preferencia a los demas,
lo que hace que todos sean para nosotros igualmente posibles”.
Se puede expresar con la férmula:

Numero de casos favorables al suceso S

P(S) =
(5) Numero de casos posibles

Ejemplo: Al lanzar un dado equilibrado, cudl es la probabilidad de:
a) Obtener 1.
b) Obtener un nimero menor a 3.
c) Obtener un nimero par.
d) Obtener un numero impar.
e) Obtener un nimero mayor a 6.
La Probabilidad Experimental o Estadistica

Es la que se define sobre la base de la realizacion repetitiva de un experimento, considerando
la frecuencia del mismo. Es utilizada habitualmente en estudios de mercado, analisis de intencion
de voto, resultados en la aplicacion de medicamentos, etc. Son casos en los cuales no se puede
pronosticar un resultado sin una experiencia previa.

El procedimiento esta fundamentado por el teorema del matematico suizo Jacobo Bernoulli
(1654-1705): “Si se tiene una manera de repetir N veces una experiencia, y entre los resultados
obtenidos hay n casos favorables, la probabilidad de un suceso favorable es aproximadamente

n
igual al cociente N y la aproximacion es mayor cuanto mds grande sea el nimero N de

experimentos realizados”.
Esta propiedad permite resolver muchos casos en los cuales es dificil o no es factible la
enumeracion de los casos favorables y los posibles.

Ejemplo: Se lanza 1000 veces una caja con caras desiguales.

A

C

| B

Las caras iguales entre sison: Ay F; By D, Cy E.
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Se obtienen los siguientes resultados:

Cara Fa Fr
A 348 0,348 =0,35
B 139 0,139 =0,14
C 12 0,012 =0,01
D 141 0,141 =0,14
E 11 0,011 =0,01
F 349 0,349 =0,35

Se puede advertir en la tabla que las frecuencias relativas son las que se consideran como
aproximacion de las probabilidades.

FA=—— = P(A) = 0,35
A~ 1000 (A)
Fom 220 _, p(B) = 0,14 Fo= = = P(C) = 0,012
1000 1000
Actividades

1) El siguiente diagrama muestra la distribucidn de frecuencias correspondiente a los deportes que
juegan los socios de un club. Hay un total de 500 socios y cada uno practica solo un deporte.
Calcular la probabilidad de que al seleccionar uno de ellos al azar resulte:

a) Jugador de tenis. b) Jugador de rugby.
c) Jugador de karate. d) Jugador de cualquiera de los deportes del club.
e) Jugador de tenis y futbol. f) Jugador de hockey o rugby.
300
250
200
150
100
50
o e _ |
Futbol Tenis Rugby Hockey

2) Se considera un mazo de 40 cartas. Calcular la probabilidad de que al extraer una carta, resulte:
a) una carta de oro, b) un as, c) un as de oro, d) una figura, e) un 5 de espadas, f) un rey, g) una
carta de copas. h) un comodin.

Probabilidad y Combinatoria

Ejemplo: Se extraen cuatro cartas de un mazo de 50 cartas espafiolas. Hallar la probabilidad de
que:

a. las 4 cartas sean ases.

b. las cuatro cartas sean de oro.

c. las cuatro cartas sean nimeros pares.
Respuestas:
a) Los casos posibles son todos los conjuntos de 4 cartas que se pueden obtener sobre un total de
50 cartas. Los casos favorables son todos los grupos de 4 que puedo formar con los 4 ases. No
importa el orden y no puede haber repeticion:
Caa
Csoa 230.300
C12’4 495
Cs04 230.300 46.060

P(4 ases) = = 0,000004342 = 4,342.10°®.

b) P(4 cartas de oro) = = 0,002149 = 2,149.10°3.

Matematica Profesor: Walter O. Rosello




Cz44 10.626 759
Cso4 230300 16.450

c) P(4 cartas pares) = =~ 0,04613.

3) En un concurso de un programa de TV se deben colocar 6 productos en seis casilleros que tienen
una etiqueta cubierta. Luego, el conductor descubre las etiquetas y procede a contar las
coincidencias. Si coinciden todos los productos, el participante gana el premio mayor.

a) éCudl es la probabilidad de ganar el premio mayor?

b) ¢ Cual es la probabilidad de acertar exactamente 5?

4) En una fuente hay una docena de empanadas de queso. Tres de ellas perdieron el relleno
durante la coccidn.

a) Se elige una al azar. Calcular la probabilidad de que no tenga relleno.

b) Se eligen tres al azar. Calcular la probabilidad de que ninguna tenga queso.

c) Se seleccionan 5 al azar. Calcular la probabilidad de que no se haya sacado ninguna sin queso.

5) En un bolillero hay 12 bolillas correspondientes al programa de Historia. Del mismo debo sacar
2 para rendir examen oral sobre ambas. Si hay 3 bolillas que no estudié. ¢ CELP de que ninguna de
ellas me toque?

6) En un plano hay 10 puntos: A, B, C, D, E, F, G, I, O, U. No existen 3 alineados. Si se elige al azar
uno de los tridngulos que entre ellos pueden formar, ¢ CELP de que los 3 vértices sean vocales?

7) Una caja contiene 20 bolillas amarillas y 8 rojas; se extraen 2 bolillas al azar.
a) éCudl es la probabilidad de que ambas sean amarillas?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que ambas sean rojas?

Tipos de sucesos
Sucesos Excluyentes y No Excluyentes: Dos sucesos A y B son excluyentes cuando no pueden
ocurrir simultdneamente. De lo contrario, se denominan no excluyentes.
Si Ay B son excluyentes <A N"B=
Ejemplo: Si tiro una moneda: Suceso A = Salga cara. Suceso B = Salga seca. A y B son excluyentes.
Si tiro un dado. Suceso A = Salga un numero mayor a 3. Suceso B: Salga un nimero par. Ay B son
no excluyentes.

Sucesos Independientes Y Dependientes: Dos sucesos A y B son independientes si la ocurrencia
de uno de ellos no influye ni condiciona la ocurrencia o no del otro. En caso contrario, los sucesos
se denominan dependientes.

Ejemplo: Si se realizan dos extracciones sucesivas de una muestra, con reposicion, estos sucesos
son independientes, si no hay reposicion son dependientes.

Situacion a trabajar: Eficacia de un nuevo medicamento.

Se compararon los resultados obtenidos sobre 240 enfermos con una afeccion estomacal. De
ellos, 100 fueron tratados con un nuevo medicamento; los restantes no recibieron el tratamiento.
La informacién obtenida se presenta en la tabla siguiente:

Tratados No Tratados Totales
Curados 80 40 120
No Curados 20 100 120
Totales 100 140 240
Colegry
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Para una mejor comprensién del analisis y de los cdlculos, es conveniente presentar los datos en
un diagrama denominado Diagrama de Venn que es una representacion grafica de conjuntos.

Tratados No Tratados
No Curados
Cunados
20 80 40 100

De la nédmina de pacientes, se selecciona una persona al azar. Se quiere determinar cual es la
probabilidad de que dicha persona resulte ser:

a. un paciente curado.

b. un paciente que recibio el tratamiento.

c. un paciente curado si se sabe con seguridad que pertenece al grupo de los enfermos que

recibié el tratamiento.
d. un paciente curado y que haya recibido el tratamiento.
€. un paciente tratado y que no haya recibido el medicamento.

A continuacién veamos las diferentes respuestas a las preguntas anteriores, conjuntamente con el marco
tedrico:

Respuesta a) Probabilidad de seleccionar un paciente curado:
N° casos favorables al suceso S: 120 (total de pacientes curados).
N° de casos posibles: 240 (total de pacientes en general).

120 1

P(C)= === = ==0,5.
240 2

Respuesta b) Probabilidad de que la persona seleccionada haya recibido el tratamiento.
N° casos favorables al suceso S: 100 (total de pacientes que recibieron el tratamiento).
N° de casos posibles: 240 (total de pacientes en general).

100 5
P(T)= — = —= 0,42.
240 12

Las preguntas a y b se pueden responder utilizando:

Probabilidad Simple: P(A)
Es la probabilidad de que ocurra el suceso A. En general, se calcula mediante la férmula:
Numero de casos favorables al suceso A

P(A) =
(A) Numero de casos posibles del experimento

Respuesta c) Probabilidad de que la persona seleccionada se encuentre recuperada de la afeccidon
estomacal, si se sabe que ha sido tratada. Se debe tener en cuenta que la seleccién se debe realizar
sobre los pacientes que recibieron el tratamiento. Es decir que la seleccidén se condiciona a que el
paciente haya recibido tratamiento.

En la interseccidn entre “curados” y “tratados” hay 80 elementos, y en el conjunto “tratados” hay
100 elementos.
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N° casos favorables al suceso S: 80 (total de pacientes curados).
N° de casos posibles: 100 (total de pacientes tratados).
80 4

P(C/T) = — = —=0,80.
cm 100 5

La pregunta c se pueden responder utilizando:

Probabilidad Condicionada: P(A/B)

Dados dos sucesos A y B, se llama probabilidad de A condicionado a B a la probabilidad de que
ocurra A, sabiendo que ocurrié B. La cantidad de casos queda restringida a los sucesos en que
ocurre B, y a partir de este nuevo espacio muestral, se analiza la cantidad de casos en que se
presenta el suceso A.

En general, se calcula con la expresion:

P(AyB)
P(A/B) = P(B)
E I t t . P C/T _ M
n el punto c) tenemos que: P(C/T) = P(T)
Siendo P(CyT)= 1 P(T) = >
y 3 y 12
1
Resulta: P(C/T) = —3- =2 = 0,80
. - i - 5 - ’
12
Actividades

8) Responder las preguntas d y e del problema anterior.

9) Se llevé a cabo una encuesta entre estudiantes universitarios para evaluar sus habitos de
estudio. Los datos se volcaron en la siguiente tabla que discrimina las respuestas segun la situacién
laboral del estudiante:

. Estudia fre- Estudia llegado el
Estudia .
cuentemente tiempo de los
todos los L Total
dias (D) en la semana examenes o
(F) entregas (E)
No Trabaja (T) 45 30 20 95
Trabaja (T) 20 40 65 125
Total 65 70 85 220

a. Siseelige un estudiante al azar entre los encuestados, hallen la probabilidad de que trabaje.

b. Sise elige un estudiante al azar entre los encuestados, hallen la probabilidad de que estudie
todos los dias.

c. Si se elige un estudiante al azar entre los encuestados, hallen la probabilidad de que no
estudie todos los dias.

d. Si se elige un estudiante al azar entre los que trabajan, calcular la probabilidad de que

estudie frecuentemente en la semana.
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10) Las mdquinas X e Y producen diariamente 1000 y 1600 tornillos con un porcentaje de piezas
defectuosas del 3% y el 5% respectivamente.

Completar la siguiente tabla de doble entrada
X Y Total

Defectuoso
No Defectuoso
Total

Si se extrae un tornillo al azar, calcular:

a. la probabilidad de que sea defectuoso.

b. la probabilidad de que provenga de X, sabiendo que es defectuoso.
c. la probabilidad de que sea de Y, sabiendo que es defectuoso.

Triangulo de Tartaglia o Pascal

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=5 1 5 10 10 5 1
Binomio de Newton

(a+b)=a+b

(a + b)? =a?%+ 2ab + b?
(a+b)*=a%+3a%b +3ab?+ b?

Si nos fijamos atentamente, los coeficientes coinciden con los del tridngulo de Pascal, los
exponentes de "a" van disminuyendo desde n hasta 0 y los de b van aumentando desde 0 hasta n,
y en cada término la suma de los exponentes de ay b es igual a n.

Generalizando:

(a+b)"= a"b?+a™ bl +...ccccereennneenne +a'b™! + a%"

11) Calcular (a + b)*y (a + b)>.

12) Utilizando las férmulas anteriores, desarrollar (x + 5)2; (x —3)% y (x + 4)3
13) Calcular el noveno termino de (vZ — w)*3.

14) Verificar que el tridngulo de Pascal se relaciona con combinaciones de la siguiente manera:

-0 ©
GG

-2 GIOINE

-3 AINOIREING
=1 OO0 00
n-s OO0 00

Matematica Profesor: Walter O. Rosello
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Unidad N° 2: Trigonometria
La trigonometria es la parte de la matematica que estudio las relaciones entre los lados y los
angulos de los triangulos.
Primero vamos a estudiar los Tridngulos Rectangulos.

Hipotenusa

Cateto

_I

Llamamos hipotenusa al lado mas grande del tridngulo y cateto a los otros dos lados.

Ahora veamos lo siguiente:

Si nos ubicamos sobre el angulo a, Ilamaremos | Si nos ubicamos sobre el angulo B, llamare-
Cateto Opuesto al lado opuesto al dngulo a y | mos Cateto Opuesto al lado opuesto al angulo
Cateto Adyacente al lado adyacente al angulo | B y Cateto Adyacente al lado adyacente al

Cateto

a (Ver la figura). angulo B (Ver la figura).

Cateto Hipotenusa Cateto Hipotenusa
Opuesto Adyacente

Cateto Adyacente Cateto Opuesto
A partir de estos datos surgen tres relaciones muy importantes:
Cateto Opuesto Cateto Adyacente Cateto Opuesto
Senroqg=——"—"" Coseno a = - Tangente a =
Hipotenusa Hipotenusa Cateto Adyacente

Aclaracion: Para las formulas se tomé de referencia al angulo «, pero valen las mismas para el
angulo B.

éPara qué sirven estas formulas? Estas formulas son muy utiles. Si para cualquier triangulo
rectangulo, se tiene el valor de un lado y un angulo, se pueden calcular los otros dos lados usando
dichas formulas. Y si tenemos como dato el valor de dos lados, se pueden calcular los angulos y el
lado que falta.

Ejemplo: Dado un angulo y Los datos que faltan son el lado a, el lado b y el angulo B.
un lado: Si queremos averiguar el valor del lado a, vemos que ese lado es
B 15¢ el cateto opuesto al angulo de 65°, por otro lado, tenemos como
a dato que la hipotenusa es 15cm. Por lo tanto, queremos
averiguar el valor del cateto opuesto al angulo de 65° y tenemos

& como dato la hipotenusa. Por lo tanto debemos usar Seno.
b
Seno 65° = 2 = Seno 65°. 15cm =a = a =13,59cm.
15cm

Para averiguar el valor del lado b, podemos utilizar otra de las funciones trigonométricas, o bien
utilizar el Teorema de Pitagoras:
b=/(15cm)Z — (13,59cm)? =./225cm? — 184,69cm? =,/40,31cm? = 6,35cm.

Por lo tanto b = 6,35cm.
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Para calcular el valor del angulo B, sélo hay que recordar que la suma de los angulos interiores
de un tridangulo es igual a 180°. Teniendo un angulo de 90° y un angulo de 65°, facilmente
podemos calcular el valor de .

B =180°-90°-65° = B =25°

Veamos un ejemplo dados como datos el valor de dos lados.

Ejemplo: Dados dos lados: Los datos que faltan son el lado a y los angulos a y B.
Si queremos averiguar el valor del angulo a, vemos que tenemos
B 1oem oMo dato el cateto adyacente al angulo a (6cm) y la
a hipotenusa (10cm). Por lo tanto debemos usar Coseno.
6cm

6
Coseno a = E: Cosenoa =0,6

é¢Como utilizar la calculadora?
..., 6 .
Luego de hacer la division 1o en la pantalla de la calculador aparecera el resultado, o sea 0,6.

Sin borrar ese resultado tecleamos:
SHIFT o 2NDF o INV (Segun la calculadora utilizada)
Luego la funcidn trigonométrica que utilizamos en el planteo: sin, cos o tan (En este caso cos)
(En la pantalla aparecerd cos™).
Luego presionamos ANS (En la pantalla aparecerd cos™? ANS)
Finalmente la tecla "=" y para pasar el resultado a sistema sexagesimal teclear ®'"

Siguiendo todos estos pasos obtenemos que «=53° 7' 48,37"

Para obtener el valor de B procedemos facilmente, ya que tenemos el valor de dos angulos del
tridngulo y sélo falta B, por lo tanto = 180° - 90° - 53° 7' 48,37". Obtenemos finalmente que: B=
36° 52'11,63"

Sélo falta averiguar el valor del lado a. Esto se puede hacer utilizando alguna de las funciones
trigonométricas o bien con el Teorema de Pitagoras.

Utilizando Pitagoras: Utilizando Seno Utilizando Tangente
a a
a=./(10cm)? — (6cm)? Sin 53° 7' 48,37" = Tan 53° 7' 48,37"= —

— V100em? — 36cm?2 10cm 6cm
a= cm cm Sin 53° 7' 48,37". 10cm = a Tan 53°7'48,37".6cm=a
a =v64cm? a =8cm a =8cm
a=8cm
¢éSe podria utilizar otra funcién trigonométrica para averiguar el valor de a? ¢Cual?

Actividades
1) En los siguientes tridngulos rectangulos: Hallar Ay B:
a. b. 24cm C. A d. A
B 6°

A B @ A B /35: 15em 3cm B

12cm

2) Calcular la altura a la que se encuentra un barrilete si el dangulo que forma el hilo, de 35m de
longitud con la horizontal, es de 30° y la mano del nifio que sostiene el hilo estd a 80cm del
suelo.

3) Desde una distancia de 26m del pie de una torre, el angulo de elevacion a la cuspide es 36°.

Determinar la altura de la torre y la distancia del observador a la cuspide.

Matematica Profesor: Walter O. Rosello
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4) Un poste de electricidad de 4 metros de altura se debe sujetar con unos tensores desde su
extremo superior al piso. Los expertos recomiendan que el dngulo de inclinacién de los tensores
con el suelo debe ser de 50°. ¢ Cual debe ser la longitud de los tensores?

Para recordar

Angulo de elevacidn: es el dngulo que se mide
a partir de la horizontal hacia arriba.

Angulo de Elevacion
Horizontal

Angulo de depresion: el angulo que se va a
medir por debajo de la horizontal.

Horizontal

Angulode Depresion

5) Determinar la distancia de un observador a la clspide de una iglesia que tiene 120 metros de
alto, sabiendo que el dngulo de elevacién es de 41°.

6) Calcular la apotema de un pentdgono regular de 12cm de lado
(Recordar que los angulos centrales del pentagono regular
miden 72° y que la apotema es el segmento que une el centro
con la mitad de uno de los lados, cortando al mismo

perpendicularmente).

729

Lado

7) éCudl es el doble de la
apotema de un hexdgono
regular de lado 5cm?

radio.

8) Calcular el valor dellado de un
octégono inscripto en una
circunferencia de 10cm de

Y Apotema

9) Desde una nave espacial se ve la Tierra
bajo un dngulo o« =20°9'48". Siendo el
radio de la Tierra de 6366km, calcular

la distancia de la nave a la superficie de X Nave

la terrestre.

10) Hallar el valor de X e Y. 11) Hallar el valor de X e Y.
108°

16cm Y 9,56cm Y
X
24°
1,5cm

12) Una escalera de 3m de largo estd apoyada sobre la pared de un edificio; estando su base a
1,5m del edificio. ¢ Qué dangulo forma la escalera con el piso?

13) El palo central de una tienda de campafia de forma de cono circular tiene una altura de 6my
su parte superior estd sostenida por cuerdas de 12m de largo amarradas a estacas clavadas
en la tierra. ¢ A qué distancia estan las estacas del pie del mastil central? ¢Cudl es la
inclinacién de las cuerdas con respecto al suelo?

14) Determinar al angulo de inclinacién
minimo necesario para que el
avién de la figura pueda despegar
sobrevolando el cerro.
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Relaciones entre los lados y los angulos de cualquier triangulo
Teorema del seno
Dado un tridngulo cualquiera:
A El Teorema del Seno dice que la razén entre los lados
de cualquier triangulo y los senos de los angulos

c h b opuestos es constante:
a b c
B C — = — = —
M sen A sen B sen C
N— 4
a

Demostracion: h es la altura correspondiente al lado a y lo corta en M. Esta altura divide al
triangulo ABC en dos triangulos rectangulos, el ABM y el ACM.

.~ h ~
EnACM:senC=E = b.sen C=h

En ABM: sen B = = c.senB=h

ols

A - b c
O sea que: b.senC=c.senB = — = =
senB senC

Si se realiza un andlisis similar al anterior pero trazando la altura correspondiente al lado b, se

obtiene que:
a C

senA senC

O sea que, teniendo en cuenta lo anterior, llegamos a lo que se llama el Teorema del seno:

a _ b ¢

sen A sen B sen C

Ejemplo:

Un bote tiene dos opciones para atracar en la costa, el punto A o el punto B. Para alcanzar el
primero debe seguir una direccién que forme un angulo de 75° con la orilla, o bien, para el punto
B, debe recorrer 9,5Km hasta la orilla tomando un angulo de direccién de 60° con ésta.

éHacia qué punto (A o B) recorrerd menor distancia el bote? ¢A qué distancia esta el bote de la
orilla?

¢ El valor del lado @ya estd dado y es 9,5Km. Por lo tanto:
9,5 km CA 95km. sen60° ___

= = =CA, osea que:
sen 75° sen 60° sen 75°

CA =8,52 Km. Por lo tanto, recorrerd menor distancia si se dirige
hacia el punto A.

Por otro lado, para averiguar la distancia a la que se encuentra
el bote de la orilla, debemos averiguar el valor de h. Para eso
75° 60° podemos utilizar alguna de las funciones trigonométricas.

Por ejemplo: sen 60° =

h =8,22Km.

= sen 60°. 9,5Km = h, o sea que:
9,5 km

Matematica Profesor: Walter O. Rosello
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Actividades

1) En el triangulo de la figura hallar los valores de los lados y angulos que faltan:

a. Y=70%;b=6cm;c=10cm

b. B=150°;b=50m;c=8m

c. B=62°;a=7cm;b=8cm

d. «=32,5°;a=13m;c=15m

2) Desde un punto al ras de suelo, los 3) Calcular la altura de la antena que esta
angulos de elevacién que presentan la sobre el tejado de la casa.
base y la punta de un mastil de 6m de
altura, colocado sobre un acantilado,
son 38° y 46°. Hallar la altura del
acantilado.
/g a 50m >

4) Una bandera estd atada a un mastil de una altura de 3 metros. Los dngulos de elevacion al
punto superior e inferior de la bandera son de 60° y 30° respectivamente. Determinar el alto
de la bandera.

5) Un hombre mide el dngulo de elevacion de una torre desde un punto situado a 100m de ella.
Si el angulo medido es de 20° y la torre forma un dngulo de 68° con el suelo, determinar la
altura de la torre.

20° 68°
100 m

6) Desde un punto del suelo se observa la parte mas alta de un edificio con un angulo de 309, si
avanzamos 30m acercandonos al edificio, el angulo pasa a ser de 45° ¢Cudl es la altura del
edificio?

7) ¢éCual es el perimetro y el area de un tridngulo isdsceles cuyo angulo no basal mide 30°y su
base mide 25cm?

8) Lasombra que proyecta una torre cuando los rayos del sol tienen una inclinacion de 23° 25' es
de 12,5 metros. Calcular la altura de la torre, y la longitud que tendrd la sombra cuando la
inclinacion de los rayos sea de 35° 21"

9) Los angulos de depresion a la cuspide y base de un monumento, vistos desde la terraza de un
edificio de 30m de altura son 65° y 30°. Determinar la altura del monumento.
Colegry
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Teorema del coseno
Dado un triangulo cualquiera:

El teorema del Coseno dice que el cuadrado del tercer lado
de un tridangulo es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados, menos el doble producto de ambos lados,

C b multiplicados por el coseno del angulo que forman.

B Y a? =Db?+ c?—2.b.c.cos x

b?=a%+ ¢? - 2.a.c.cos B

c2=a%?+bh%-2.ab.cosy

Ejemplo: Desde la interseccidén de dos calles parten dos vehiculos al mismo tiempo recorriendo
en linea recta 150m y 120m respectivamente. Si se sabe que el dngulo formado por ambas calles
en la interseccion es de 75°, ¢a qué distancia geométrica estan los autos entre si?

x? = (120m)? + (150m)? — 2.120m.150m.cos 75°

x2 =27582,51438 m?

x =/27582,51438 m?2

X =166,08 m
O sea que los dos vehiculos estan a 166,08m de
distancia entre si.

Actividades
1) En el tridngulo de la figura hallar los valores de los lados y dngulos que faltan:

a C
Y o«
b

a) a=50° = = a= b=12cm c¢=10cm
b) a= B=120° Y= a=8cm = c=10cm
c) a= = y=70° a=20cm b=16cm <c=
d a= B=92° Y= a=47cm = c=31lcm
e) a= = Y= a=26cm b=28cm c¢=20cm
f) a= = y= a=9cm b=15cm c¢=12cm
g) a= = y= a=28m b=35m c=26m

2) Tres pueblos A, By C estan unidos por rutas rectas y llanas. La distancia AB es de 6km, la BC es
9km y al dngulo que forman AB y BC es de 120°.
a. ¢Cuadl es la distancia entre el pueblo Ay el pueblo C?
b. Hallar los dngulos que faltan en el tridangulo ABC.

Matematica Profesor: Walter O. Rosello
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3)

4)

5)

6)

7)

8) Este es el cartel de una campaia

9)

En un parque de una regidon montanosa es dificultoso medir la distancia que hay entre un castillo
y la casa del guarda parque.
Sin embargo, pudo medirse la distancia entre ésta y el restaurante (700m) y también entre el
restaurante vy el castillo (1200m), sabiendo que esos dos caminos convergen en el restaurante
formando un dngulo de 135°.
éQué distancia hay entre el castillo y la casa del guarda parque?

C

1200m

5\
700m

CG

Dos barcos Ay B zarpan a las 12:00 horas desde un mismo punto alejdndose uno del otro segun
un angulo de 120°. Si el barco A se desplaza en linea recta a 6Km/h y el B a 4Km/h. ¢{A qué
distancia esta uno del otro a las 16:00 horas?

Dos personas caminan por un sendero, pero en un punto se separan formando un angulo de 38°
y cada uno va por su lado en linea recta, uno camina a 3Km/h y el otro a 3,5Km/h, (A qué
distancia se encuentran al cabo de dos horas?

En una competencia de natacidon dos amigos parten lanzdndose al agua desde una balsa al
mismo tiempo, el primero nada a una velocidad promedio de 6Km/h y el segundo a 5Km/h.
Comienzan a alejarse entre si con un angulo de 35°; después de media hora de competencia el
segundo sufre un calambre. ¢Qué distancia recorrerd el primero para ir en su auxilio y qué
angulo tendra la nueva direccion de éste?

Dos personas van por un camino, pero en un punto hay una bifurcacion formandose dos
caminos con un angulo de 45° entre ellos. Cada uno toma un camino distinto, el primero avanza
a una velocidad de 4km/h y el segundo a 5,6k/h.

¢A qué distancia se encuentran uno del otro luego de tres horas y media?

publicitaria contra el tabaco.
¢Cuanto mide el cigarro que
aparece en él?

Una escalera se halla afirmada contra un muro formando un angulo de 75° con el suelo. Dos
observadores ubicados a nivel del suelo a una distancia de 6 metros uno del otro, ven el extremo
de la escalera con un dngulo de elevacion de 30° y 45° respectivamente. Determinar la longitud
de la escalera.

10) Dos trenes parten simultdneamente de una estacién en direccidn tal que forman un angulo de

35°. Uno va a 15Km/h y el otro a 25Km/h. Determinar a qué distancia se encuentran separados
después de dos horas de viaje.

11) Una persona se encuentra en la ventana de su departamento que estd situada a 8m del sueloy

observa el edificio de enfrente de la siguiente manera: la parte superior, con un angulo de
elevacidn de 35° y la parte inferior, con un angulo de depresién de 43°. Determina la altura del
edificio de enfrente.
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La formula de Herén

El matematico griego Herdn de Alejandria (siglo 1) descubrié una formula actualmente conocida
como "la férmula de Herdn", que permite calcular el drea de un triangulo conociendo las medidas
de sus tres lados y sin usar trigonometria. Los traductores drabes de los manuscritos griegos
afirmaron que aquella famosa formula se debe, en realidad, al matematico griego Arquimedes
(287-212 a.C.). Sea uno u otro el descubridor, la primera demostracion de esta férmula que nos ha
llegado es la de Herdn.

La siguiente expresion es la férmula de Herdn para el area A de un triangulo conociendo las
medidas a, by c de sus lados:

A=\/s.(s—a).(s—b).(s—c)

; ] a+b+c
Donde s es el semiperimetro del tridngulo, es decir: s =
Actividades
1) Calcular el drea de cada uno de los siguientes triangulos utilizando la férmula de Herén:
a. Datos: b. Datos: P
AB = 4cm MN = 3,2cm
BC = 6cm MP =8,1cm
AC = PN = M
AC=9cm B C PN =6,6cm
c. Datos: d. Datos: A
AB = 16cm CB = 46cm c
AC =7cm CA = 58cm
A=53° A C C=145° B
e. Datos: B f. Datos:
AB =11cm AB = BC =20cm
AC = 9cm A=62°
A C
2) Con los datos que figuran abajo, calcular el area del rombo ABCD.
A
AB =7cm
A= 48°
D B
C
3) Calcular el area del tridngulo ABC. C
AC = 48m
AB =57m
CAB=117°

A B

4) Ismael quiere fertilizar su terreno. Cada bolsa de fertilizante asegura cubrir 500 metros
cuadrados de pasto. Su propiedad tiene la forma de un triangulo. El calcula que dos lados de su
jardin son de 75 y 100 metros y el dngulo entre ellos es 71°. ¢ Cuantas bolsas de fertilizante debe
comprar aproximadamente para cubrir todo el terreno?

5) Un terreno triangular cuyos lados miden 72m, 85m y 103m se vende a un valor de USD25 el
metro cuadrado. ¢ Cudl es el valor total del campo?
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Unidad N° 3: Teorema de Tales. Congruencia y Semejanza

Teorema de Tales

La mayoria de los conceptos geométricos que ustedes estudian en el colegio formaban parte del
enorme saber de los antiguos matematicos griegos que vivieron, aproximadamente, a partir del
siglo VI A.C. Estos hombres quisieron conocer los misteriosos mecanismos de la naturaleza y
emplearon la matematica, y en especial la geometria, para tal fin. Suele considerarse a Tales de
Mileto como el primer matemadtico de la historia. En su juventud fue un hombre de negocios, hasta
que, cansado de su vida de mercader, se dedicé a viajar y a pensar. Aunque nada escribio, se cree
gue conocia y utilizaba el famoso teorema que hoy lleva su nombre.

rq

ry fry /frs
a/ \a'
b/ \ b' r3, quedan determinados, sobre aquellas

¢Qué es lo que enuncia el teorema de Tales?
Supongamos que tenemos tres rectas paralelas y dos rectas transversales a ellas:
ty t': Rectas transversales.
Al cortarty t’ a las rectas paralelasry, ry y
/ \ rectas, varios segmentos:
| —_— —
c c rs Sobre la recta t: segmentos ab y bc
Sobre la recta t’: segmentos a’b’ y b'c’

Suele decirse que a'b’es el segmento correspondiente de ab y, de manera similar, b'c’ es el

segmento correspondiente de bc.
El teorema de Tales afirma que, bajo las condiciones dadas en la figura anterior, los segmentos
gue estan sobre una de las transversales son proporcionales a los segmentos correspondientes

sobre la otra transversal, es decir:

a’'b’

b’c’

ab
bc

Veamos un ejemplo. Supongamos que los segmentos de la figura anterior tienen estas medidas:
ab=2,bc=7ya’b’ =6.Se quiere hallar la medida del segmento b’c’. De acuerdo con el
teorema de Tales, dichos segmentos son proporcionales, es decir:
ab _a'b’ 2 6

_ - 6.7 N
— =) —==—=2.b'c'=6.7 = b'c'=—— = b'c’' = .
v o 2.b'c’=6.7 b'c > b'c’' =21

2 6

Es facil verificar, ahora, la validez de esta proporcion: - = 1

Al aplicarse el teorema de Tales pueden tomarse, sobre una de las transversales, cualesquiera dos
segmentos, siempre que se tomen los segmentos correspondientes sobre la otra transversal. Por

ejemplo:

/ \ , ry fry frs /1y
a a 1 ty t': Rectas transversales.
b/ b' W)
c/ S bc _b’c’ bd_b'd" ad_a'd .
== oO—= o—= , etc
cd c'd” "ac a'c" " cd 'd
d d Iy
t/ \t'
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] [ 4to Afio ES

Los Robles
20




1) Hallar el valor de ab

a/ /a' 51

3) Hallar el valor de ac

a/ a’

/ rl
b

C'
—
t t'
5) Hallar el valor de bc

[
ry

)

a/ a' ry
b/ b,
c/ c'
/ -
t t'
Matematica

Actividades

Datos:

ry fry frs
tyt’: Rectas
transversales.
bc= 7,5cm
a'b’ =8 cm

W=6cm

Datos:

rq /ity 13
tyt’: Rectas
transversales.
bc = 40cm
b’c’ =32cm
a'b’ = 54cm

Datos:

rq //rz //I‘3//I'4
tyt’: Rectas
transversales.
ab = 4,5cm
a'b’ = 5cm
b'd’ = 24cm
c’d’ = 6cm
Datos:

rq //rz //I‘3//I‘4
tyt’: Rectas
transversales.
bc=cd =27cm
ab = 36cm

a'c’ =56cm

Datos:

ry 1y /13
tyt’: Rectas
transversales.
ab = 108cm

a’b’ =105cm
bc = 324cm

21

2) Hallar el valor de b'c’

a/ /a' Iy

/ \,

6) Hallar el valor de b'c

a/ \a' r

t

b/ \p rz
c/ \c' rs
i/
tl t'\ ’

8) Hallar el valor de cd

a\ \a' r
b\

1
\b

10) Hallar el valor de a'b’

o \a

S\g

]

Datos:

ry fry 13
tyt': Rectas
transversales.
‘ac = 24cm
bc =9cm

a’'c’ =20cm

Datos:

ry fry ffrs
tyt': Rectas
transversales.
ab = 15cm

bc =17,5cm

b'c’ =21cm

Datos:

r1 /vy Hrsfry
tyt’: Rectas
transversales.
ad = 18cm

‘ac =12cm
a'c’ = 15cm
b’d’ = 20cm

Datos:

ry /1y fr3lity
tyt’: Rectas
transversales.
ac = 60cm
a'b’ = 16cm
ab = 20cm
b’d’ = 58cm

Datos:

ry fry s
tyt’: Rectas
transversales.

ab = 5cm
bc =12cm
b'c’ = 18cm
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11) Hallar el valor de x y de cada uno de los segmentos dados en donde aparece la incognita x. (El

siguiente grafico es la referencia para resolver los ejercicios que estan a continuacion):

/e

VAR

ry

/

\2
C—r

a) ac= 8x + 1cm b) ac = 2x + 2cm c) ab=x+1cm d) ab = 2x - 3cm
cd = 5x— 2cm bc = 5x — 6¢cm cd = 3x-3cm ad = 2x + 12cm
a'c’ =12cm a'c’ =9cm a'b’ = 5cm a'b’ = 6cm
/d’ = 4cm b'c’ = 6cm c¢'d’ =7,5cm a'd' =24cm
_ _ =7 — E h b_ — E

e) ab = 2x f)bc = x +1cm g)ac=_x+1cm Jbe=2x+1cm
hd = _ hd = _ — 1 — 1
bd = 5x - 5em bd = 2x—2cm cd = oX- 1,5cm ad = X +6cm
a’b’ =8cm b'c’ = 14cm - _

a'c’ =6cm b'c’ = 6cm
a'd’ =24cm c'd’ =6cm

c'd’ =3cm a’'d’ =15cm

— 5
i)ab=gx+1cm

— 3
k) bc =—x+ 1cm
11

— 5
[) ab =—x - 6cm
6

1 — 1 J— — 1
bd=§x+7cm d=5x+1cm cd=x-7cm bc =§x+4cm
- .5 _ -
a’b’ =9cm b'c’ =5cm b'c’ =7cm a’b’ =5cm

Ty _ -
a'd = 24cm c'd’ =2,5cm b'd’ =14cm a'c’ =15cm
m) ab = x n) bc=2x + 1cm 0)a’b’ = 9cm p)a'b’ = 4x + 4cm
bc=5,2cm cd =x+2cm ab = 5x - 7cm ab=5x + 2cm
a'b’=x-3cm b'c’ = 8cm b’c’ = 4cm b'c’ = 6cm
b'c’ = 2,6cm c'd’ = 6cm bc = 2x - 2cm bc = 7cm
Colegry
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El teorema de Tales en un triangulo

Dado un tridngulo ABC, si se traza un segmento paralelo, b’c’ a uno de los lados del triangulo, se
obtiene otro tridngulo AB’C’, cuyos lados son proporcionales a los del triangulo ABC.

A

B;j C'

LN

B C

AB AC

BC

AB’ AC’ B'C!

Ejemplo: Hallar la medida de los segmentos AC’ y BC sabiendo que:

AB BC 4cm

BC _
= = = = 4cm.4cm =BC.2cm = ———

AB’ B/C/ 2cm 4cm

AB AC 4cm  6Cm

= = = = AC’ .4cm =2cm . 6cm = AC’

AB' AC/ 2cm AC/

Un poco de historia

Muchos historiadores concuerdan en que el primer matematico fue el griego Tales de Mileto. Se
cuenta que en las tierras del Nilo, los sacerdotes egipcios, poniéndolo a prueba, le preguntaron en
cuanto estimaba la altura de la gran piramide de Keops. Con la serenidad de un sabio, Tales
respondid que, antes que estimarla, preferia medirla. Los egipcios, estupefactos, presenciaron la
simple y maravillosa medicion de Tales, quien, mediante un bastén y una proporcién, logré

rapidamente la proeza.

¢Como procedid Tales para medir la
piramide? Colocé un bastén MN en
posicion vertical, de manera que su
sombra terminase en el mismo punto
S que la sombra de la pirdmide.
Utilizando, luego, una sencilla
proporcién, calculé la altura AB de la
piramide.

a) ¢Qué proporcién planted Tales?
b) ¢Qué segmentos de los que
intervienen en la proporcién

podian ser medidos en forma
directa?

Matematica

=BC= BC=8cm
12cm? _
=—— = AC’ =3cm
4cm

23

Sombgqe la pirdmide
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Actividades

1) Hallar la medida de los AB = 16cm 2) ae = 20cm
segmentos AC’ y BC AB’= 10cm X ab = 16cm
AC = 20cm 7% ac = 30cm
B'C’ = 8cm C d bd = 36cm
/ \ dg = 15cm
} {J Hallar eb, fg,
cfycd
3) e ae = 25cm 4) Calcular el perimetro del triangulo ABC,
ab = 22cm sabiendo que:
ac = 35cm A AB =12m
C d bd = 40cm NB =7m
f \g  dg=s0cm_ M N MN = 6m
/ \  Hallareb, fg, MC = 14m
of ycd
C B
5) Hallar la altura del edificio y la longitud del segmento ab:
a
OO0
Ooad
OO
OO0
b e 1,90m |_|
10m 216m
6) Hallar la altura del edificio y la longitud del segmento ab:
a
Ood
o0
Oood
OO
[ 1,70 b
gl Y
268m 12m
7) Hallar el perimetro del tridangulo ABC.
C a) MN = 36cm b) MN = 60cm
CM = 48cm CM =57cm
AM = 20cm NB = 21cm
BC =76,5cm CA =76cm
N M
B A
Colegry
Lo ] i 4to Afio ES
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Congruencia y Semejanza de Figuras

Congruencia de figuras
Dos figuras son congruentes cuando tienen la misma forma, el mismo tamaio y la misma
superficie, es decir, si al colocarlas una sobre la otra son coincidentes en toda su extensién.

Criterios de congruencia de triangulos:

e Criterio (LLL) (Tres lados congruentes): Si los \ A
tres lados de dos tridangulos son c .
respectivamente congruentes, los tridngulos a
son congruentes. / \ BA
C
B

e Criterio (LAL) (Dos lados y el angulo

. . b
comprendido): Dos tridngulos son congruentes —_—
si son respectivamente congruentes dos de sus
lados y el angulo comprendido entre ellos a c

e Criterio (ALA) (lado y angulos adyacentes):

A A
Dos tridngulos son congruentes si tienen ‘9
congruentes un lado y los angulos con vértice C
. . —_—
en los extremos de dicho lado. A estos angulos
los llamaremos adyacentes al lado. B

Actividades
1) Dados los siguientes triangulos: C D
a. Sabiendo que AB =FE =12cm, E =53,13°y
C = 36,87°, ¢se puede determinar que ABCy
DEF son congruentes? é{Por qué?
b. Si AC =20cm, écuanto miden DF y DE?
c. Cudl es la medida de los angulos D y A. A B F E

2) Dada la siguiente figura y sabiendo que o = 8, que AB//DCy que AB = DC. A B
a. ¢ABCy BCD son tridngulos congruentes? Justificar.

b. ¢ABEyBCD son tridngulos congruentes? Justificar. E
c. ¢ABEy CDE son tridngulos congruentes? Justificar.

D c

3) Determinar cuales de los siguientes tridngulos son congruentes indicando el criterio utilizado.

110° 40
v
40 >
36
40
26 28
36
40
28 26 “ 40
M VI
49° 29°
36
Matematica ] B Profesor: Walter O. Rosello




Semejanza de figuras
Dos figuras son semejantes cuando todos sus dangulos son congruentes y sus lados
proporcionales.
Si dos figuras son semejantes, la constante de proporcionalidad de sus lados se llama razén de
semejanza y se calcula como el cociente de las medidas de los lados correspondientes. Cuando

a
la razon de semejanza entre dos figuras semejantes es Y en algunas notaciones se escribe que

los lados estan en razon a:b.

Ejemplo:

10cm

En este caso, los tridngulos son semejantes, ya que tienen todos sus angulos congruentes y los
lados correspondientes proporcionales. La razén de semejanza es 2.

Actividades
1) Los numeros 2,5y 6y los nUmeros 14, 35y 42, ison proporcionales? ¢cudl es la constante de
proporcionalidad que permite pasar de los primeros a los segundos?

2) Estas figuras son semejantes. Hallar el valor de todos los lados y dngulos que faltan:

R'
4,86¢C
' S5cm
N N
2,4Cm 89 40 S'
0,5cm
M' T

M 13,56cm T

3) Decidir si estas afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.
a. Todos los cuadrados son semejantes.
Todos los rombos son semejantes.

c. Todos los rectangulos son semejantes.
d. Todos los trapecios isdsceles son semejantes.
e. Todos los cuadrilateros son semejantes.

4) Los lados de un cuadrilatero miden 1,2cm; 2,1cm; 1,8cm y 2,4cm. ¢ Cuanto mide cada uno de los
lados de otro cuadrilatero, semejante a éste, si la razon de proporcionalidad entre ellos es 3?
Utilizando esa razoén, éhay una Unica respuesta posible?

5) El perimetro de un octégono regular es 10cm, éicuanto mide cada lado de un octégono

2
semejante, cuyos lados son mayores, si la constante de proporcionalidad es g?

Colegiy
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6) El perimetro de un hexagono regular es 18,96cm.
a. ¢éCual es el perimetro de otro hexagono, semejante a éste, cuyos lados son menores,

3
sabiendo que la constante de proporcionalidad es Z?

b. ¢Cudanto mide cada lado de estos hexagonos?

7) Un edificio tiene 30m de altura, 10m de frente y 14m de fondo. Se desea construir una maqueta
para mostrarla en el salén de ventas; su altura debe ser de 0,75m. Calcular las longitudes del
frente y el fondo de la maqueta.

8) Los lados de un rectangulo miden 6cm y 8cm. Los siguientes datos corresponden a lados de
rectangulos. ¢Alguno de ellos es semejante al original?
a. 24cmy 34cm. c. 18cmy 24cm.
b. 6cmy 7cm. d. 12cmy4cm.

9) Los lados de un tridngulo miden 3cm, 5cm y 6cm. Otro tridngulo semejante tiene por lado
correspondiente al mayor un lado que mide 24cm.
a. éCudl es la razon de semejanza?
b. Hallar los restantes lados.

10) Los datos que se dan a continuacion corresponden a parejas de tridngulos semejantes. Calculen
la razén de semejanza y los valores de los lados desconocidos.

a) 2cm, 5cm, 4cm
8cm, xcm, ycm

b) 3,5cm; 3,5cm; 3,5cm
14cm, xcm, ycm

c) xcm, 11cm, 12cm
20cm, 22cm, ycm

11) De las siguientes parejas de triangulos de los que se conocen algunos lados y angulo,
determinen cuales son semejantes y cudles no.
a) 10°, 20°, x°

y°, 15°, 30°
b) 2cm; 4cm; 6m
1cm, 2cm, 3cm
c) 2cm, 2cm, 1cm

60°, 60°, x°
12) Hallar un tridangulo semejante al tridngulo de lados 5cm, 12cm y 13cm. Determinar si los

tridngulos son rectangulos y calculen sus areas. ¢ Qué relacidn existe entre las areas de los dos
triangulos?

13) Observar las dos figuras de la derecha, cuyos
lados son proporcionales.
a. ¢Cual es la constante de proporcionalidad?
b. Calcular el area de las figuras anteriores
considerando que cada cuadradito mide
1cm?. ¢Cudl es la razén entre las dreas de
las dos figuras?

14) En funcién a lo realizado en los ejercicios 12 y 13.
a. ¢Qué conclusion se puede extraer en relacién al drea de figuras semejantes?
b. Buscar en libros o en internet material que explique qué sucede con el volumen de cuerpos
geométricos semejantes.

Matematica Profesor: Walter O. Rosello
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Criterios de semejanza de triangulos
Para determinar si dos triangulos son semejantes, no es necesario probar la proporcionalidad de
los lados correspondientes y la congruencia de los angulos correspondientes; existen criterios
que permiten analizar si son semejantes a partir de una cantidad minima de informacion.

Criterio 1 (LLL) Criterio 2 (AA) Criterio 3 (LAL)
Dos triangulos son Dos tridangulos son Dos tridangulos son
semejantes si tienen los tres semejantes si dos angulos de | semejantes si tienen dos
lados respectivamente uno son congruentes con dos | lados respectivamente
proporcionales. angulos del otro. proporcionales y el dangulo
C comprendigo congruente.

A /\
A’ B’
A’ B’ A g

A’C’ _A'B' _B'U

AC ﬁ ﬁ C' Alcl _ AIBI
¢ AC  AB C
Cn .
C Cl'
A' " B' '
B A B" B' A' Bl

Bll

Actividades
1) Indicar si los siguientes pares de tridngulos son semejantes justificando la respuesta. Si son
semejantes, hallar el valor de los lados y dngulos que faltan, en caso de ser posible:

a. b.
=9.13m 48cm, 57,6cm
a=6,08m b 20cm 24cm
509 (30
c=12m ¢ =18m 28cm 67,2cm

2)

3)

4)

d.
a’ = 16cm, =24cm Cc =26cm
b’ =11,684cm @ ¢
@ m a’=13c¢c c’=13,92cm
o

b =10cm b’=5cm

Los lados de un tridngulo miden 9cm, 6cm y 12cm. Otro tridangulo semejante tiene 9cm de
perimetro. ¢ Cuanto miden sus lados?
éSon semejantes los siguientes triangulos? Justificar la respuesta.

C C
28mm: E 35m
A 56 B
mm o
A 42 B'

70mm

Un palo de 40cm produce una sombra de 25cm. En ese mismo instante un edificio cercano
proyecta una sombra de 5,2m. ¢Cuadl es la altura del edificio?

Colegiy
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Unidad N° 4: Niumeros Reales

Actividad inicial: Piensa cual es el conjunto de Nimeros Naturales (N) y escribe debajo
algunos de los nimeros que forman parte de dicho conjunto.

Es sabido que si se suma 10 + 6 el resultado es 16.
(Es posible restar un nimero al 10, de manera tal que el resultado también sea 167 Es
decir, ;existe algin numero n que verifique que 10 - n= 16?7 En ese caso, escribelo debajo.

Evidentemente, es imposible encontrar un nimero natural que cumpla esta condicién. Por lo
cual este problema no tiene solucién dentro del conjunto de nimeros naturales.

Pero piensa en el uso de los Niumeros Enteros (Z). ¢ Cudl es el nUmero entero que permite
resolver correctamente el cdlculo anterior?

Simbdlicamente: 10 - ...... = 16

Ahora, escribe debajo algunos de los nimeros que forman parte del conjunto de los Niumeros
Enteros (Z).

(Es posible encontrar un nimero que, multiplicado por 5, dé como resultado 13?

Resulta imposible determinar una solucién dentro del conjunto de los nimeros naturales o
enteros. Pero piensa en el conjunto de los Nimeros Racionales (Q). ¢ Cual es el nUmero racional
gue permite resolver correctamente el calculo anterior?

Simbdlicamente: 5. ...... =13

Ahora, escribe debajo algunos de los nimeros que forman parte del conjunto de los Numeros
Racionales (Q). (Para tener en cuenta: Los numeros decimales finitos y decimales periodicos
también son numeros racionales porque se pueden escribir en forma de fraccion. Escribe algunos
ejemplos de esos numeros).

(Es posible encontrar un niimero que, elevado al cuadrado, dé como resultado 77

Ningln ndmero entero, o racional elevado al cuadrado da por resultado 7.

Este problema se traduce de la siguiente manera: hay que buscar un nimero x que verifique:
x>=7

Hay dos numeros que verifican esa condicion. Ellos son: ....... ¥ «eeeeee.

Estos dos numeros pertenecen al conjunto de los Nimeros Irracionales (l).

Los nimeros que tienen infinitas cifras decimales no periddicas se llaman irracionales porque
no son racionales, es decir, no pueden ser escritos como una fraccion o como un cociente de
numeros enteros.

Por ejemplo:
3,1234567891011121314151617181920....................
Las cifras decimales son infinitas y no presentan periodicidad.

Matematica Profesor: Walter O. Rosello
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Algo importante para recordar: Todas las raices que no tienen una solucidon entera o racional, son
numeros irracionales.

Escribe debajo algunos de los numeros que forman parte del conjunto de los Numeros
Irracionales (1).

Algo de historia
Los pitagoricos (escuela antigua fundada por Pitagoras), cinco siglos antes de Cristo, ya conocian
estos numeros. Sabian que si dibujaban un cuadrado de lado 1 y trazaban una de sus diagonales,
la medida de ésta era un niimero no exacto.

1
1
Aplicando el Teorema de Pitagoras:
x2=12+12
x>=2
x=12

Con la calculadora encuentra el valor de V2 y escribe el nimero completo que aparece en la
PANTAA: ceeeeerreerreecreeneeereeernes

Si elevamos este numero al cuadrado, deberiamos obtener el valor 2. Eleven en numero
encontrado al cuadrado. ¢Qué valor obtiene? Escribanlo acd: ......cveeevvevnescsnennns
¢Obtuvieron el valor 2?
Si no obtuvieron el valor 2, ¢ por qué creen que obtuvieron otro nimero?

Resumen: Conjuntos numéricos

\
R<.©

J

~—

Siendo:
N = Ndmeros naturales; Z = Niumeros enteros; Q = Niumeros racionales; I = NiUmeros irracionales
y R = NUmeros reales.

Numeros Reales: Si se consideran conjuntamente los nliimeros racionales y los irracionales, se
obtiene el conjunto de nimeros reales, que se representa con la letra R. Esto significa que cada
numero real tiene una expresion decimal que puede ser finita, periddica o infinita.

Colegiy
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Actividades

1) Indicar cudles de las siguientes expresiones decimales son numeros irracionales y cudles se
pueden escribir como una fraccién y en dicho caso escribir la fraccion que corresponda.

a.1,391221112222111112222221111111......

b.0,6234623462346234623462346234.........

.5,2104321043210432104321043.............

d.3,14421142214231424142514261427.......

e.1,1234567891011121314151617181920....

f.5,159159159159159159159159159..........

g.10,753753753753753753753753753.........

Los nimeros reales y la recta numérica
En una recta numérica se pueden representar los nimeros naturales, los enteros, los
racionales, es factible ubicar también los irracionales. El problema que se plantea es cdmo
hacer para representar algunos de ellos.

Problema: Ubicar el nimero V2 en una recta numérica.

Para ubicar el nimero V2 en una recta numérica se puede proceder de la siguiente manera:
a. Sedibuja unarectay en ella se sefialan algunos numeros, ademas del Oy el 1.

v

1
w
1
[\V)
1
=
O
ey
N
w

b. Sobre el segmento que va de 0 a 1 se dibuja un cuadrado de lado 1. Se marza la diagonal de
dicho cuadrado.

v

c. Por el Teorema de Pitagoras, la diagonal del cuadrado de lado 1 mide V2. Esta medida puede
ser transportada con el compds sobre la recta numérica:

-3 -2 -1 0 1 V2 2

v

Esta construccidon muestra que hay un punto en la recta numérica que corresponde a V2. Es
posible asegurar que el valor marcado es V2, ya que se dibujé una circunferencia de radio v2
centrada en 0. Se encontré entonces un punto de la recta que no se corresponde con ningun
numero racional. Es decir, la recta no estaba totalmente ocupada por nimeros racionales. Al
considerar los niUmeros irracionales, se completa la recta.

Algunos puntos de la recta son ocupados por los naturales, otros por los enteros, otros por los
racionales vy, finalmente, con los irracionales se termina de llenar la recta numérica.

Matematica Profesor: Walter O. Rosello
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Actividades
2) Representar en la recta numérica los siguientes nimeros irracionales:

a) V13 g) V26
b) V29 h) V17
c) V18 i) V7
d) V8 j) Ve
e) V10 k) V50
f) V3 1) V40

Propiedades de la radicacion
1- Ley distributiva de la radicacién respecto de la multiplicacién:
Para todo “a” y todo “b” pertenecientes a Z: Va.b=%a.Vb
Ejemplo:m=‘§/ﬁ.‘§/ﬁ=3.2=6

2- Ley distributiva de la radicacion respecto de la division:
Para todo “a” y todo “b” pertenecientes a Z: Y/a/b = Ya / Vb
Ejemplo: 3/64 /8=364/38=4/2=2

3- Raiz de raiz:
Para todo “a”, todo “m” y todo “n” pertenecientes a Z: \/ Va = ""a
Ejemplo: v V64 = *3/64 = /64 =2.

4- Simplificacion de indice y exponente:
Si el exponente del radicando positivo es igual, divisor o multiplo del indice, se puede
simplificar exponente con indice:

Ejemplos:

a) V27 =2

b) 3273 =271 =3

c) V325 = /35 =35,
Atencion: la simplificacion de indice y exponente no puede efectuarse cuando el
radicando es negativo y el indice es par.

Ejemplo: /(—3)2 (No se pueden simplificar el indice y el exponente).

5- Exponentes Racionales:
La base de la potencia es el radicando, el denominador del exponente racional es el indice
de la raiz y el numerador del exponente racional es el exponente del radicando:

m

a; = n\/am

5
Ejemplo: 23 = /25

6- Potencia de una raiz:
(V)" = Vam
2

Ejemplo: (%) = /92
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Radicales semejantes
Dos radicales son semejantes cuando tienen el mismo indice y radicando.
Los radicales V3 y 5v3 son semejantes. Tienen el mismo indice, 2, y el mismo radicando, 3.

Los radicales V2 y v/8 son semejantes. Se comprueba sacando factores del radical. Para esto se
utiliza la propiedad de la radicacidn respecto de la multiplicacién y la simplificacién de indice y
exponente:

VB=VE VT = VI NT =247

Operaciones con radicales

Suma y resta de radicales
Al sumar o al restar términos que contengan radicales semejantes, podemos obtener una
expresion de un solo término:

Ejemplo 1: 8V5 +3v5 =11V5
Ejemplo 2: V32 +v2 —+/8

En este caso, los radicales no son semejante, pero haciendo una adecuada descomposicién en
factores primos de los radicandos y utilizando las propiedades adecuadas, podemos llegar a
obtener radicales semejantes:

32 2 8 2
16 2 4 2
8 2 2 2
4 2 1

2 2

1

Oseaque:32=2> vy 8=23

Por lo tanto: V32 + V2 — 8 =25 + V2 — 23 =+22.222 + 2 —+22.2 =
=V22. V222 +V2 —\22.N2=22.N2+V2 —2~2=4.2+V2 —24/2=3.42

Actividades
3) Calcular la medida en centimetros del perimetro P del tridngulo dibujado:

V18 \/8
V32
4) Resolver las siguientes operaciones:
a. 2V2-6vV2+8V2-4V2 fA2 —+/200 ++/72
1 5 4

b. 3\/§—§\/§+\/§+5\/§ g. 3@—2@—2m+?/75
c. 5V3++/27 +34/2187 h. V2 +3V128 — V16

d. —2V8+4/72 —5V32 i. 2324 -33/81+ 513

e. 3v40 +7v250 — 64/90 — 24/810 j. 2¥9 — V243 +53
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5) Hallar el perimetro de cada una de las siguientes figuras:

a) b)
3v5
VB V3
c) B d)
A >C 10cm V180 cm
D

_ _ V245 cm
AC =4cm BD = 6cm

6) Calcular la medida en centimetros del perimetro P de cada uno de los siguientes triangulos:

a) b) 63
35 220
/s 2V/48
475
e 7

7) En cada recuadro hay una figura; calculen su perimetro con los datos que se indican en
cada caso:

A
P Q
Triangulo
isosceles Rectangulo
B C R S

a)AB=AC=3V5cmyCB=2V5cm ¢) RQ =v/50cm, PR =+/5cm
b) BC = 2v3 cm; h=v24 cm d) RP =+3cm, PQ = 4RP
Colegry
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Multiplicacidn y division de radicales
e Radicales del mismo indice: para multiplicar o dividir radicales del mismo indice, seguimos el
procedimiento inverso a la aplicacion de la propiedad distributiva, es decir:

-Vah Va_nfa
\/5.\/5— a.b n_\/B_ b

V2 32
Ejemplos: V23 ./5 =235 =4/8.5 =40 3—\/7= -

e Radicales de indices distintos: debemos hallar radicales equivalentes de modo tal que todos
tengan el mismo indice:

Ejemplo 1: Para multiplicar: ¥/2 . /3, hacemos asi:
- Hallamos el multiplo comtin menor entre los indices: m.c.m (6,4) =
- Hallamos radicales equivalentes a los dados, que tengan indice 12:

- Multiplicamos los radicales que obtuvimos:

22 'Y/33="422.3% = '{/4.27 = "V/108

Ejemplo 2: Para realizar la siguiente divisidén, aplicamos un procedimiento similar:
Ve _ ‘k/_ 4|6
V3 32
Actividades

8) Completar los siguientes ejemplos. Cuando sea posible, operar y extraer factores fuera de los
radicales:

a)19.3V3 =393 =3/ = e,

b) \/22 53 \/2 52 - 5 - 5{/25 -
\/_
d)gv_= Nl—= =V2—=V23.32=.... A2
9) Resolver y, cuando sea posible, simplificar:
2. 5v2.4v8 d. (7 - v8).(v7 + VB)
s[1s[1 e. V4.2
b. > JTo
f. V2.5
c. 3W/3.5V12
g. Y40.32
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13) Hallar el valor exacto del drea de las siguientes figuras. Todas las medidas estan dadas en
centimetros.

a) Viz b) \/E c)
V3
d) e)
B P 0
Triangulo
IsOsceles
A C R S
— — 3 _ PD — Do _
AB=BC=>v3 y AC=2/3 PR=2V/11 RS=2V44

14) Resolver los siguientes productos y divisiones con raices:

a. (V2 +v3).(V6- 1) g (VZ2+v3).(vV2- V3)

b. (V5 + v2).(V10) h. (VZ+5V5).(-1V2 + 5V5)
c. (V3 + +6).(V18) i. (3v2+2v3).(3v2-2V3)
d. (VIZ- V5): (¥3) i (24 )

e. (V8- V6):(V2) . (3VE+ 2v3)

f. (Va8 +V6 - v27):(V3) . (V0. ¥3): V1000

15) Resolver las siguientes operaciones combinadas con raices:

a. (V3-v2)°
b. (VB+6):(v2) — (V27 — 2V3 + 1)
. (VIZ-+3).(V3+ 1) + (VB.VZ - 1.V75)

(@]

o

(V2+3) VB4 —ZNZE 42 ~ T8

0]

: (\/5—1).ﬁ+§.m+v§ —é.m—g.\/moo

bl

[(V3-2)". V3 + V7.VZ8 — VB .v20|: (VIZ + V75 — VT08)
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Racionalizacion de denominadores
En ocasiones, cuando aplicamos propiedades algebraicas y trabajamos con fracciones, resulta
conveniente que éstas no tengan radicales en el denominador. En caso de que los contengan, a
veces podemos transformarlas en otras equivalentes, que tengan denominador racional. Esta
transformacién se denomina racionalizacion de denominadores.

1er caso: El denominador contiene un solo término con un radical de indice 2.

53

Ejemplo: Racionalicemos el denominador de la expresion: ﬁ

e Multiplicamos el numerador y el denominador por el radical que aparece en el
denominador:

5V3 5V3 V2 5V34/2 5V6 5V6 5V6
VZ N2 V2 N24Z V22 2 2

e Se obtiene una expresion en donde en el denominador ya no aparecen raices.

2do caso: El denominador contiene un solo término con un radical de indice mayor que 2.

1
Ejemplo: Racionalicemos el denominador de la expresion 5\/—_2
6

e Como el radical tiene indice mayor que 2, buscamos un factor conveniente para eliminarlo
del denominador. Una regla préctica para eliminar un radical de la forma Y/a™ (con n > m)
consiste en multiplicar el numerador y el denominador por otro radical de la forma a?™™,

5 5 5 5
1 1 V& Ve Ve Ve?
Vez Vo2 Ve VerVer 65 6

3er caso: el denominador es una suma o una resta de donde aparecen uno o dos radicales de
indice 2.

Recordemos que (a + b). (a - b) =a% - b2 A las expresiones a + b y a— b las llamamos conjugadas.
3

+5

e Multiplicamos el numerador y el denominador por la expresidon conjugada de la que
aparece en el denominador.

Ejemplo 1: Racionalicemos el denominador de la expresiéon >

3 3 (2-v5)  3(2-v5) 6— 35 _6-3V5
2+V5 (2++5) " (2-+v5) (2++5).(2-V5) 4-2V542V5-+52  4-5
Ejemplo 2: Racionalicemos el denominador de la expresién 77 -3
V2 V. (7+V3)  V2(V7+43) Vi + 6

V7 -V3 V7-V3 (V7+V3) (Vi-V3).(N7+3) V72 +V21-v21 32

V14++V6 V14 ++6
S 7-3 4

Matematica Profesor: Walter O. Rosello

37




Actividades
17) Racionalizar las siguientes expresiones:

a) i f & 65‘/5 V5-+2
Vs ) 375 N TE PV vz
7
— 3+2 10 1++2

e 8 7 ) 3% D) T

C) ig h) i L{/E \/§
ve V3 T LG
22 4 4

d) — — 45 V8
5v5 3

e) == ) y— 1 _-2v3
15 V62 °) 12 Y o

Potencias de exponente racional

m

™
Como vimos en las propiedades de las raices: a = /a™. Veamos algunos ejemplos:
2

a) 8 =82=V64=4

2

b) 7° =Y72=49

1

) 50° = V50=V52.2 = V5 . V2 =5v2

. . . . . . 3 4
De manera similar, también se pueden resolver operaciones como la siguiente: V2 .32
Como los radicales tienen el mismo radicando, podemos expresarlos como potencias y aplicar las
propiedades de la potenciacion:

E 1.1 4+3 a
3 4 3 Z 372 12 12 1y
V2.V2=2 .2 =2" =2 =2 =W727
Actividades
20) Expresar las siguientes potencias como radicales y, cuando sea posible, resolverlas:
1 1 1 3 3 1 1 2

a(-32)° b2 927 a2 o) N6 g3 ns

21) Transformar los radicales en potencias, resolver y luego expresar el resultado como un

radical.
a) V57 .5 b)ViZ:V1Z o) (16363) : (8'¥6) d) V73 .47
e) V23 :128 f) 252. /57 g) 39 :3/81 h) (i/ﬁ)3 . (i/@)5

4to Afio ES
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Unidad N° 5: Sucesiones

Una sucesion numérica es una secuencia ordenada de numeros reales, cada uno de esos
numeros se denomina término.

Término general: Las sucesiones se definen como una funcidn cuyo dominio son los nimeros
naturales y a dicha funcion se la denomina término general de la sucesion. El término general se
escribe como: an.

El primer término se denomina a1, el segundo a,, el tercero as y asi sucesivamente hasta el
término enésimo que es an.

Ejemplo: La sucesién de numeros naturales: 1; 2; 3; 4; 5;6; 7; §; ....... n

En donde:a;=1;a,=2; as =3, etc.

Esta sucesion esta definida por el término general: an=n

Progresiones Aritméticas
Una progresion aritmética es una sucesion en la cual cada término se obtiene sumando al
término anterior un nimero fijo llamado razon.
Término general de una progresion aritmética: Si en una progresion aritmética d es la razon y
a; es el primer término, el término general sera:

1
|
e o - - - - —

Ejemplo 1: La sucesidn: 5; 8; 11; 14; 17 .....

En este caso:a1=5;a,=8; a3 =11, etc.

Larazénes:d =3

El término general es: an =5 + 3.(n — 1). En funcion de este término general, se puede obtener
cualquier término de la progresién. Por ejemplo, si se quiere averiguar el término cincuenta de la
progresion se calcula: asp=5+3.(50-1) = aso =5+ 3.49 = asp = 5 + 147 = asg = 152

Actividades
1) Determinar si las siguientes sucesiones finitas son o no progresiones aritméticas y explicar por
qué:
a. 2;5;8;11;14;17 g lllii
. ] ] ] ’
b. 6,1;82;10,3;12,5;14,7; 17 2" 4 8 16 32
1.3 3 4 e. 35;58;81;104;12,7
“ 7 ¥s f. 6;10; 14; 18; 22; 27

2) Calcularlarazény el término general de cada una de las siguientes progresiones aritméticas:
a. 9;12;15;18; 21...

b. 7;12;17;22;27...
c. 4;11;18; 25; 32...
d 159 13

" 2/2'2" 2

3) Juan tiene guardados 23 discos compactos. Decide que va a comprar 3 por mes.
a. ¢Al cabo de cuantos meses lograra tener 50 discos compactos? ¢Y 80?
b. ¢Serd cierto que nunca podrd tener justo 100 discos compactos?

4) Eltérmino general de una progresion aritmética viene dado por la siguiente férmula:
an=135+25.(n-1)
a. ¢Escierto que el término ax = 6107?
b. ¢Para qué valor de n la expresién vale 310?
c. ¢Sera cierto que los términos de esta sucesidon siempre terminan en 0 o en 5? ¢ Por qué?
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5)

1 2 3 a. ¢Cuantos circulos habra en la décima
(X X (X X (XX columna?
o0 o000 (X X ) b. Calcular cuantos circulos habra en la
[ (N X columna n. Esto significa hallar el
o término general.

Cada columna se completa siguiendo la c. Calcular cuéantos circulos habra en la

regla de agregar 3 circulos mas a la columna 50.
columna anterior d. Si en una columna hay 92 circulos.

¢Qué nimero es esa columna?

6) Héctor se estd entrenando para una competencia de maratén. Para conseguir un mejor
rendimiento comienza corriendo 1500 metros y todos los dias agrega 1000 metros mas.
a. ¢Es posible saber cuantos metros tendrd que recorrer al séptimo dia? ¢Y al décimo dia?
b. ¢Qué diallegard a recorrer 13500 metros?
7) Beatriz decide ahorrar por mes $350 de su sueldo. Si ya tenia guardados $1200 y no los utiliza.
a. ¢A cudnto ascenderan sus ahorros al término de seis meses? ¢Y al término de 15 meses?
¢Y si pasaron 40 meses?
b. ¢Es posible hallar una formula que permita anticipar cuanto dinero tendrd ahorrado al
término de una cantidad cualquiera de meses?

Suma de términos de una progresion aritmética
Se denomina con S, a la suma de n términos consecutivos de una progresion aritmética. Esta
suma esta dada por la siguiente formula:

Eiemplo 1: Hallar la suma de los ocho primeros términos de la sucesién:
2;4;6;8;10;12; 14; 16; 18 ....
Por lo tanto, debemos calcular Ss. Para lo cual sabemos que a1 =2; n =8y ag = 16. Entonces:

2+16 . g _18.8 _ _
ﬁSg—? = Sg=9.8=> Sg=72

8

Ejemplo 2: éCudl es el resultado de sumar los cien primeros multiplos de 4?

Esta progresion esta dada por: 4; 8; 12; 16; ......

En donde, la razon d = 4; n = 100, pero nos falta an. Para calcularlo utilizamos la férmula del
término general de una progresiéon aritmética: ap = a1 + d.(n — 1):
a100=4+4.(100—1) = a0 =4 + 4.99 = a100 = 4 + 396 = a100 = 400.

4 4+ 400 404
- 100 = Si00= EN ' 100:) S100 = 202.100 = S100 = 20200.

Ahora: Sigo=

Actividades
8) Se disponen bolitas en fila armando figuras de la siguiente manera:
[ [ [ [
00000 00000 00000
00000 00000
00000

¢Qué cantidad de bolitas que se necesitan en total hasta llegar a completar una figura con 28
filas?

9) ¢Cual es la suma de los multiplos de 5 comprendidos entre 1243 y 4728?
10) Se toma una cantidad de nimeros impares consecutivos empezando por 1. Sabiendo que el
ultimo numero impar tomado es 209 y que la suma de todos ellos es 11025. ¢ Cuantos nimeros

impares se tomaron?
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11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

Matematica

Actividades generales

Una escalera tiene sus escalones cada
20cm. Si el primer escalén esta a 40cm del
suelo. éa qué altura se encuentra el quinto
escalon?

Se sabe que el ultimo término de una
progresion aritmética es 199, que el
numero de términos es 100, y la suma de
sus términos es 10000. ¢Es posible calcular
el primer término? ¢Y la razén?

De una progresién aritmética se sabe que
tiene razdén 4, el primer término vale 7 y
tiene solo 12 términos. Calcular el ultimo
término de la progresién y la suma de sus
términos.

Calcular la suma de todos los numeros
pares entre 57 y 891.

Un cuidador de parques tiene que arrojar
cierto fertilizante a los 30 arboles del
predio que se encuentran sobre el camino
principal. El primer arbol se encuentra a 10
metros del lugar donde esta el fertilizante
y los arboles distan entre si 6 metros. Al
finalizar el camino, é{cuantos metros habra
recorrido el cuidador?

Calcular la suma de todos los numeros
multiplos de 6 entre 234 y 648.

Para realizar un pozo, una empresa
constructora paga $76 por el primer metro
y por cada metro extra paga $15 mas que
por el metro anterior. Si en total pagd a la
excavadora  $4366. ¢Cual fue la
profundidad del pozo?

Calcular la suma de los primeros cien
numeros naturales que son multiplos de 7.

Calcular la suma de todos los numeros
naturales de tres cifras que son multiplos
de 4.

Un reloj da campanadas solamente cuando
son las horas en punto y da tantas
campanadas como la hora que es.
¢Cuantas campanadas da diariamente el
reloj?

Encontrar la suma de todos los multiplos
de 4 que se encuentran entre 118 y 1420.
Calcular la suma de los primeros 50
numeros naturales que son multiplos de 5.
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23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

Se armd una pila triangular sacando 2
bolas a la fila anterior. Si la base inferior
de la pila contiene 35 bolas y la parte
superior contiene 11 bolas. éCudl es la
cantidad total de bolas que se utilizaron
para armar la pila?

¢Cual es la cantidad de términos de una
progresiéon aritmética donde el primer
término es 4, la razén es 3 y el ultimo
término es 40? ¢Cual es susuma?

¢Los  numeros pares forman una
progresidon aritmética? ¢Y los numeros
naturales? ¢Cuadl serd en cada caso el
término general?

éCual es el resultado de sumar los

primeros cien multiplos de 3?

¢Es cierto que la suma de los 132
primeros numeros naturales es 8778?

éEs posible que la suma de los 200
primeros multiplos de 4 sea 803997?

Se sabe que el primer término de una
progresién aritmética es 3, el dltimo
término es 98 y la suma de sus términos
es 1010. ¢Cuantos términos tiene dicha
sucesiéon?

Calcular la suma de

progresiones aritméticas:
a. a1=25,n=15;d=2.
b. a1=-18;n=22;d=0,5.
Cc. a1=925;n=12;d=-3.

las siguientes

La suma de los primeros 47 términos de la

. s 1 3
progresién aritmética a, = 2t E.(n —1)es

igual a:

a. Sa7= 822,5
139

b. Si7= e

C. Si7=1645

d. S47=1633,25

Juan tenia $10 y ahorrd durante 30 dias
siempre la misma cantidad de dinero,
llegando a juntar $250. ¢Cudl de los
siguientes numeros representa el ahorro
de cada dia?
a. S8,30

b. 58,60

c. S8
d. Ninguna.
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Progresiones Geométricas
Una Progresion geométrica esta constituida por una secuencia de elementos en la que cada uno
de ellos se obtiene multiplicando el anterior por una constante denominada razon de la
progresion.
Término general de una progresion geométrica conociendo el primer término: Si en una
progresion geométrica d es la razén y a; es el primer término, el término general sera:

Ejemplo: La sucesién geométrica: 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256 .....

En este caso: a1 =2; a; = 4; a3 = §; etc.

Larazébnes:d=2

El término general es: an = 2.2~V En funcién de este término general, se puede obtener
cualquier término de la progresién geométrica. Por ejemplo, si se quiere averiguar el décimo
término se calcula: a10=2.219"1 = a1 =2.2° = ajp = 2.512 = a0 = 1024

Término general de una progresion geométrica conociendo cualquier término: Si en una
progresion geométrica d es la razon y ai es el valor del término que ocupa la posicidn k; el término
general sera:

|
o= . 400

Ejemplo: Hallar los primeros tres términos de una progresion geométrica en donde as =24y r=2.
Como as = 24, entonces k = 4, o sea que:

1\3 1 24

- a1=24204 = 3, 22423 = 3, = 24.(5) = ai = 24. g = a1= ? >a=3
24 2 1\2 1 24

- ay=24.209 5 3, =24 )=>a2=24.(5) S>@=20.20="—"226

3-4 1 1! 1 24
- a3=24.2B9 = a5 =242 )=>a3=24.(5) Sa=24_sa=—oa=12

Propiedad: El cociente entre un término de la sucesion geométrica y su término anterior es la
razon.

Progresiones Geométricas de razén negativa
Cuando una progresion geométrica tiene razén negativa, obtenemos una sucesion oscilante.
Esto quiere decir que los términos contiguos son de distinto signo.
Eijemplo1: an=1.(-2)"Y =1;-2;4;-8;16;-32....
Eijemplo 2: an=3.(-1)"Y =3;-3;3;-3; 3;-3....

Actividades
1) Dados el primer término y la razén de una progresiéon geométrica escribir los cinco primeros
términos de la sucesion:

a. a1=2yd=3 _ _l
b. a1=3yd=2 d a=l6yd=7

1 e. a1=5yd=3
¢ a1=5yd=-2 f. ai=4yd=-1

2) En una progresion geométrica el primer término es 7 y la razén es 2, un cierto término es
28672. (Qué lugar ocupa dicho término?

3) Hallar los siguientes dos términos de las siguientes sucesiones:
a. 3;6;12;24;48S,; ...
b. 5;-15;45; -135; ....
c. 1;4;16;64;..

4) Sien una progresién geométrica axs =4y d = -1, hallar los cuatro primeros términos de la
progresion.
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Suma de términos de una progresion geométrica
Se denomina con S, a la suma de n términos consecutivos de una progresion geométrica. Esta
suma esta dada por la siguiente formula:

Ejemplo 1: Calcular la suma de los cinco primeros términos de la progresion geométrica:
3;6;12;24;48 ...

48.2—-3 96—-3 93
SS = = =
2-1 1 1

=93

Actividades

1) En una progresiéon geométrica a1 = 4 y d = 3, calcular el séptimo término y la suma de los
primeros siete términos.

2) Enuna progresion geométricaai =3 yd =2, un término vale 96. ¢ Qué lugar ocupa?

3) Enuna progresion geométrica cuyo primer término es 5, el séptimo término vale 320. ¢ Cual es
la razén de la progresion?

4) Enuna progresion geométrica de razén 3, el quinto término es 405. ¢ Cudl es el primer término
de la progresion?

5) Calcular la suma de los diez primeros términos de la progresion geométrica sabiendo que el
primer término es 5 y su razén es -2.

6) Calcular la suma de los nueve primeros términos de la progresiéon geométrica sabiendo que el
primer término vale 3 y su razén es 2.

7) El quinto término de una progresion geométrica es 81 y el primero es 1. Hallar los cinco
primeros términos de dicha progresion.

8) Sea la progresion geométrica: 0,4; 1,2; 3,6; 10,8; 32,4; 97,2; 291,6;... Encontrar el término 11.

9) En una progresién geométrica se sabe que el término decimoquinto es igual a 512 y que el
término décimo es igual a 16. Hallar el primer término.

10) Dadas las siguientes progresiones, clasificar si son aritméticas o geométricas:

a. 2;4;6;8;10 c. 1;2;4;8;16
b246810 5 10 20 40 80
3’3"3'3 3 33”33’ 3

11) Dos ciclistas se preparan para una competencia: Pablo comienza con 1000 metros, y todos los
dias agrega 1000 metros mads, en tanto que Emilio empieza con 200 metros y cada dia duplica
lo hecho el dia anterior. ¢ Cuantos metros recorre cada uno el décimo dia?
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Unidad N° 8: Ecuaciones e Inecuaciones

Ecuaciones lineales con una incégnita
Las ecuaciones son un tipo de igualdad entre expresiones algebraicas. Las igualdades pueden
ser identidades, que se verifican para cualquier valor de sus variables, o ecuaciones, que se
verifican sélo para algtin o algunos valores de sus variables.
Con esto estamos diciendo que: en algunos casos se van a obtener infinitas soluciones, en otros
casos una sola soluciéon o mas de una solucion y, en otros casos, ninguna solucion.

Solucion de una ecuacion: Una solucion de una ecuacidn algebraica con una incégnita x es una
numero Xo tal que al reemplazar x por xo en la ecuacion, ésta se transforme en una identidad
numérica.

Resolver una ecuacidn significa determinar si tiene solucién y en tal caso hallar todas las
soluciones.

Ejemplos
a) 3x-9=0tiene solucidon xo = 3 ya que si reemplazamos en la ecuacién la variable x por xo =
3, se obtiene:3.3-9=0=>9-9=0= 0=0 (que es una identidad numérica).
b) 2x+ 1 =2xno tiene solucion.
c) 2.(x—1)+3=>5tiene soluciéon xo = 2 ya que si reemplazamos en la ecuacién la variable x por
Xo = 2, se obtiene: 2.(2-1)+3=5=2.14+43=5=2+3=5=5=5(que es una identidad
numeérica).
Ecuaciones equivalentes: Dos ecuaciones son equivalentes si admiten las mismas soluciones.
¢Como se obtienen dos ecuaciones equivalentes?
e Sumando o restado en ambos miembros de la ecuacion la misma expresion.
e Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por un nimero real distinto de cero.
Resolucion de una ecuacion: Las ecuaciones se resuelven utilizando ecuaciones equivalentes.

Para eso se va "transformando” la ecuacion original en otra/s ecuacion/es equivalentes hasta

obtener una ecuacion de la forma x = xo, donde x es una incégnita y xo es una constante real.

Ejemplo 1:
x+7=11
X+7-7=11-7 Restamos 7 en ambos miembros
x=4 Por lo tanto, la solucién es 4
Ejemplo 2:
5x-2=8 Sumamos 2 en ambos miembros
5x—2+2=8+2
5x =10
1 1 1
= S5x = E.lo Multiplicamos = en ambos miembros
Xx=2 Por lo tanto, la solucion es 2
Ejemplo 3:
6.(x+1)+2=3x-5
6X+6+2=3x-5 Aplicamos propiedad distributiva
6x+6+2-6—-2=3x-5-6-2 Restamos 6 y 2 en ambos miembros
6x=3x—-13
6x —3x =3x—13 - 3x Restamos 3x en ambos miembros
3x=-13
1.1 1
3 3x= 3'(_13) Multiplicamos 5 en ambos miembros
X=— % Por lo tanto, la solucidn es — 13—3
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Actividades

1) Resolver las siguientes ecuaciones:

a.1+2x=10x+17 f.-2.(x-1)=2

c.5(x+3)=-20 g.7—-5x=22
4—x 1 6x+4 3
d—=1+— h. = —=
2 2 -3 4

2) ¢Qué ecuacién representa a cada uno de los siguientes enunciados? Escribirlas y resolverlas.

a. Eltriple de un nimero es igual a su doble aumentado en tres cuartos.

b. Siaunnumero se le suma tres, se obtiene el mismo resultado que sumando ocho a su

mitad.

3) Hallar la longitud de los lados de cada paralelogramo.

a) n 2X p b) o By —2cm ;

£ . y
< 8
+ — a
S M 6y — 4,5cm

N

m q
3y —2cm r
) X + 6¢cm g y
n 2X + 1cm
4cm +y

4) Calcular la longitud de los lados del paralelogramo abcd sabiendo que su perimetro es de

44cm. c

3x + 6cm 2X + 8cm

5) Hallar la/s solucion/es de cada ecuacion:
a) (6x—12):2=(x-1).2

b) (2x-3).6 +2x=-4
c)bx—2x=-2.(-3—-x)+4

3 5 5
d)—x—2'2=——+—X+1
7 4 2

e)5—x=(8+2x)+ NCTI

2
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6) Resolver las siguientes situaciones problematicas:
a) Lasuma del doble de un nimero y cuatro es dieciséis. ¢ Cudl es el nUmero?

b) Lasuma del triple de un numero y dos es igual a la diferencia entre el cuadruplo del nimero
y dos. ¢Cual es el nimero?

c) La base de un rectangulo es tres quintos de su altura y su perimetro es 40cm. Calculen las
longitudes de la altura y la base.

d) Escribir un nimero en cada casilla para que se verifiquen
las siguientes condiciones:
e En cada casilla de la fila inferior, excepto la primera, el
numero sea el doble que el de la casilla de su izquierda.
e En las demas casillas, cada numero sea igual a la suma
de los dos nimeros de las casillas de la fila inmediata
inferior que la tocan.
e Lasuma de los 10 numeros escritos sea igual a 2070.

e) Se tiene un rectangulo dividido en 8 cuadrados de lados enteros, como se muestra en la
figura.

Los dos cuadrados sobre el lado inferior (a la izquierda) son iguales; los tres cuadraditos
sombreados tienen lado 1. Calcular los lados de todos los cuadrados de la subdivision.

f) Un rectangulo tiene 60cm de perimetro. La base es el doble de la altura. {Cuales son sus
dimensiones?

g) La superficie de un trapecio es 72cm?, sus bases tienen 11cm y 7cm de longitud. Calculen
cuanto mide su altura.

h) Un trapecio mide 15cm de altura y 12cm de base menor; calculen la longitud de su base
mayor sabiendo que su superficie es 240cm?.

i) La suma de tres niumeros enteros consecutivos es 219. ¢ Cudles son esos nimeros?
j)  La suma de tres numeros enteros impares consecutivos es 189 ¢ Cuales son esos nimeros?

k) La suma de cuatro numeros naturales consecutivos es igual al quintuplo del menor. {Qué
numeros son?

Colegiy

Los Robles 46 4t0 Aﬁo ES




Ecuaciones lineales con infinitas soluciones y sin solucién

Problema 1: En una reunion, Fabian quiso demostrar sus aptitudes para la magia, y propuso a
sus amigos el siguiente “truco”: “Piensen un numero cualquiera; multipliquenlo por 6 y réstenle
12 a lo que obtuvieron, dividan por 3 el resultado obtenido, sumenle 9 y réstenle el doble del
numero elegido”.

Luego de que todos realizaron las operaciones pedidas, cada cual con el nimero que habia
elegido, les dijo: “Mi poder me permite adivinar que todos obtuvieron 5 como resultado”

Todos sus amigos asintieron sorprendidos. ¢Cdmo hizo Fabian para adivinar el resultado
obtenido por todos? ¢En qué consiste el truco?
Este problema se puede interpretar y resolver directamente a través del planteo y la resolucion de

una ecuacion.
6x—12

6X
+9—2x=5=>? —13—2+9—2x=5:2x—4+9—2x=5:0x+5=5=>0.x=0

Las expresiones obtenidas en cada paso son equivalentes, en particular la primera y la ultima, por

eso, se concluye que: + 9 — 2x =5 (Para cualquier valor que se le asighe ax) < S=R.

Si se observa la ultima expresién puede notarse que, como cualquier nUmero multiplicado por 0
da 0, la ecuacidn se verifica con cualquier nimero real.

Problema 2: Encontrar los valores de x que verifican la siguiente igualdad:
1
-X+3 =x—2.(zx+ 1)
5 5

Al resolver queda:

1 2 1 4 1 4
—x+3=x—2.(—x+1)=> X+3=x— -X—223-X—X+ -X=—2—3= 0x=-5.
5 5 5 5 5 5

Se obtuvo una igualdad numérica, pero en este caso es falsa, porque 0 no es igual a -5. Como
esto nunca ocurre, se concluye que la ecuacién no tiene solucidn y su conjunto solucion es:

s={Q}.

Actividades
1) Resolver las siguientes ecuaciones e indicar en cada caso el conjunto solucidn:
2
a)x—=3x=-2(x+1) g)—x+§.(x—1)=—%
2
b)g(x+1)+1=0 h)2(4—x)—(x—6)=-3(x+ 1)
E 3 = H k k_
C)3X_ZX_3 i)2(k-3)+k=0
dx—(1-x)=2x-1 j)5(@+2)+1=a+2
x+1 2x-1
e)-4b+6)-b=0 k) — =
4 3
f) (x=2).(-15) =5(4 - 3x) + 10 [)3x+2—-x=-5+2x+7

2) Para cada una de las ecuaciones que siguen, indicar si el nUmero que se propone es solucion:

a)4x—§(1—x)=-3; x=0
3x—2 2x-2 2
2 4 5

2 1
c)—§.(2—b)——§b, b=-1

Ecuaciones de segundo grado con una incégnita

a7 Profesor: Walter O. Rosello
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Las ecuaciones de segundo grado o cuadraticas son aquellas en las que la variable esta elevada
al cuadrado. El siguiente es un ejemplo de una ecuacién cuadratica:
2x>+5x +10=15x -2
Teniendo en cuenta esta ecuacién cuadratica se la puede igualar a cero de la siguiente manera:
2x>+5x+10-15x+2=0
2x>—10x+12=0
Antes de pasar a resolver esta ecuacion veremos sus elementos:
a=2;b=-10yc =12 (son los coeficientes y el término independiente).
De manera general podemos decir que una ecuacioén cuadrdtica es del tipo:
ax?+bx+c=0
y se puede resolver utilizando la siguiente férmula:
—b+Vvb2—-4.a.c

2.a

X1,2 =

En nuestro ejemplo: 2x* —10x + 12 =0

10+,/(-10)2-4.2.12 10+V/100-96 10+V4

X1 =
b2 2.2 4 4
O sea que:
10+2 3 10-2 5
X1 = = X = =
1 4 Yy 2 4

Otro ejemplo, la ecuacién 2x* + 5x + 3 = 0 de coeficientesa =2, b =5, c = 3, se resuelve asi:
—5+1  —4

X1= . 4——1
—54+v52—-423 —5+4+1
Xl,2= = =
2.2 4 _-5-1_-6_ 3
kxz— 4 4 2

Casos especiales: Las ecuaciones de segundo grado de los tipos siguientes se llaman incompletas
porque les falta uno de los términos:

ax2+bx=0
ax2+c=0
Se pueden resolver aplicando la fdrmula general, pero es mas cdmodo resolverlas despejando
directamente la x.
e Enelprimercaso, ax?+bx=0->x.(ax+b)=0

Una solucién es x = 0 y la otra se obtiene resolviendo la ecuacién lineal ax+b =0.

Por ejemplo: 3x2 +5x=0 > x.(3x+5)=0->3x+5=006 x =0, despejando x concluimos que las

soluciones son) X1 = 0y xo =—5/3.

, c
e Enelsegundocaso,ax’+c=0->ax’=—-c>x’=-c/a>|x|= [—=
a

X1=5

. 75
Por ejemplo: 3x>-75=0->3x>=75> || = ,?9
Xo= -5
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Actividades
Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas:

1)x2-49=0 8) 5x%> =10 15) x + 3x = -x?
2)3x2 =12 9) 5x2 = 80 16) x2 = 16x - 63
3)x2—10x + 16 = 0 10) x2-169 = 0 17) 105 = x + 2x2
4)9x>-9x+2=0 11) x*>-169 = -169 18) 8x2 = 24
5)x2 =121 12) 2x2—x-3=0

6)x*+2x-35=0 13) x? + 11x = -24

7)x2+3x=0 14) x + 11 = 10x?

Tipos de solucion de una ecuacion cuadratica
Analisis Del Determinante: A = b2 -4.a.c
e A >0En este caso, tendremos dos soluciones

-b+vb2-4.a.c -b-vb2-4.a.c S _
Xy = - y  X2= A Ej: los ejercicios anteriores.

e A =0En este caso, las dos soluciones dadas por la férmula cuadratica coinciden, y
diremos que tenemos una solucién doble; o también, dos soluciones repetidas.
Ej: x> +4x+4=0

e A <O0En este caso, no hay soluciones, pues la expresion dentro del radical contiene una
expresion negativa.
Ej: x> +4x+5=0

Actividades
1) Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas e indicar si tienen dos soluciones, una solucién o
ninguna solucién:

a)x’-5x+6=0 e)x?-9x-22=0
b) 16x*+8x +1=0 f)x?-6x+9=0
c)x?+2x-3=0 g)x*-8x+16=0
d)2x?+4x+2=0 h)x?>-5x-50=0
Matematica ] [ Profesor: Walter O. Rosello
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Ecuaciones racionales

Las ecuaciones racionales son ecuaciones en las que aparecen fracciones polindmicas.
3 X+ 2 X
Ejemplo: + =
JempIo: 21 Tx—1 x+1
Como en toda ecuacion, el objetivo es encontrar el o los valores de x que verifiquen la igualdad.
Es decir, despejar la x (o la letra que se tenga como incégnita en el ejercicio) para llegar a un

resultado del tipo: x = xo

3 x+2_ X

2 + -
x“—1 x-1 x+1
1) Primero debemos ver qué valores no puede tomar la letra x, teniendo en cuenta que el
denominador no puede ser cero. Si observamos los denominadores vamos a ver que:
x#1yx#-1(xnopuede ser nilni-1).
2) Vamos a factorizar los denominadores que se puedan factorizar:
3 X+ 2 X

x+1).x-1)  (x-1) (x+1)
Aqui podemos observar que el minimo comun multiplo entre los tres denominadores es:
(x+1).(x-1).

3) Ahora multiplicamos todos los términos por dicho minimo comun multiplo: (x + 1).(x — 1):
3.x+1).(x-1) , (x+2)(x+1).(x-1) _x.(x+1).(x—1)

Vamos a resolver la ecuacién racional del ejemplo:

y luego simplificamos:

(x+1).(x-1) x-1) x+1)
3.x+x=T) n x+2)x+1).e~1)  x.xH(x-1) . . da-
Y o = e inalmente nos queda:

34+ (x+2).(x+1)=x.(x— 1),mplicamos propiedad distributiva y resolvemos como una
ecuacion cualquiera:

3+x2+X+2x+2=x2—x

X2=x2+X+2x+x=-3-2

4x = -5
x=-5/4
Por lo tanto, x = -5/4 es la Unica solucion de la ecuacién.
Actividades
Resolver las siguientes ecuaciones racionales:

X+2 + 3 1
(x+3) X2+6X4+9

7+ X X+ 3

X+5 X+2

X+5 X—4 0
X2— 4  X24+4x+4

3 2 5x—2 g
d ———=+ =
X X2 X

x?-1 x+2 3 1

e. =—=—
x2 X X x2
4x 6X 30
f + =
X+2 X-2 x%2-4
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Ecuaciones con modulo

Concepto de modulo:

- Siaespositivoo0: |x|]=a, <x=aox=-a
- Si a es negativo: |x| = a, no tiene solucién porque el médulo es una distancia y no puede

ser negativa.

Ej: |IX|=2 © x1=2yx2=-2

Las ecuaciones con mddulo se resuelven de la siguiente manera:

|5—6x|=2<5-6x=2 o)
-bx=2-5
-3
X=—
-6
_1
X1—2
Otros ejemplos:
o |[4+2x|=8 4+2x=8 o)
x=(8—-14):2
X1=2
1 1
e |5—6x|]=—© 5-6x== o)
2 2
1
~=5
X =
-6
_3
X1—4

5-6x=-2
-bx=-2-5
-bx =-7
_7
Xz—6
4+2x=-8
x=(-8-4):2
X2=-6
1
5—6X——§
1
_5_5
X:
-6
_11
=717

2 2
. §|3x+2|—4=8 =3 |3x+2|=(8+4):§ S |3x+2]=18

3x+2=18 o 3x+2=-18
3x=18-2 3x=-18-2
_16 20
X= 3 = —?
Actividades
Resolver las siguientes ecuaciones con modulo:
X+2 3
a)|2x—5|=7 e) |[—|==
8 2
b) |x + 11| =2 f) -2.]x—3|+6=0

1 3
c) |_EX+3| =2

d5—|x]=1

Matematica
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g) 9 —|2—x|=1

1 4
h) |16 —3x|+===
5 5
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Inecuaciones

Las inecuaciones son desigualdades que contienen incoégnitas.

En la vida cotidiana utilizamos desigualdades por ejemplo cuando decimos: “voy a comprar una
remera, pero sélo tengo $30”, si lamamos x al precio de la remera, equivale a la desigualdad: x
< 30.

O Bien, “compraremos un regalo, podemos gastar entre $30 y $50”, llamamos x al precio,
equivale a la desigualdad: 30 < x < 50.

Ejemplo con nimeros reales:

El triple de un nimero real disminuido en cuatro unidades es menor que diecisiete. ¢ Qué numeros
verifican este enunciado?

3x—4<17 = 3x<17+4 = x<21/3 = x < 7. Como estamos trabajando con niumeros reales, el
conjunto solucion es un intervalo S = (-o0; 7).

Representando en la recta numérica:

4%%%%%%%%%%%%%%%——!—»

6 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

Resolver una inecuacion es encontrar el conjunto de todos los valores que la satisfacen.
Por lo visto, pareceria que se resuelven como las ecuaciones. Sin embargo, el procedimiento no es
exactamente igual.

Si a ambos miembros de una desigualdad se les suma o resta lo mismo, se obtiene una
desigualdad del mismo sentido que la dada. Esto también ocurre si se multiplica o dividen ambos
miembros por un nimero positivo. En cambio, si se los multiplica o divide por un nimero
negativo, la desigualdad se invierte, porque se esta cambiando el signo de los dos miembros.
Ejemplo: - 5 > - 9, si se cambian los signos de ambos miembros (o sea, se multiplica a ambos
miembros por -1: -5>-9= (-1).5>-9 = 5<(-9)/(-1) = 5<9
Otro ejemplo: -3x +7 <28 = -3x<28-7 = -3x<21 = x>21/(-3) = x>-7

Representacion: ¢ {HHAHHHHAHAHHHHAHHHHAHHAH R ————

-7 6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Cuando resolvemos inecuaciones cuyas desigualdades sean del tipo “>” o “<”, en el conjunto
solucion se debe incluir el valor limite del intervalo escribiendo corchetes [ ]. Ejemplo: x > 58S =
[5;+x)

Actividades
Resolver las siguientes inecuaciones, escribir el conjunto solucidn y representar graficamente:
a)5x—-4<-19 i)x+1<-3(x+2)-1
b)-4x+9>2x-3 j)-2(1=x) > (x +4).(-3)
c)2(x+4) =22 k)3+x2=>2x-1
d)10-3x < -2(x+4)+7 ) 64 + 2x < 9 — 3x
e)8—-2x 2> 2(4-x) m)x+4 < -x+10
f)3x+1>x-3 n) 26+ 2x<(3%2)2+7x+3
3 = — %51
0)3x—-5<x+7 )2—§>
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